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eUN ProGramA EN C++ QUE
IMPLEMENTA GRUPOS ABELIANOS

RESUMEN

El articulo presenta un programa en C++
que implementa el concepto algebraico de
grupo conmutativo o abeliano. Se
muestra todo el cddigo del programa que
gestiona objetos de la clase abeliano
€OMO un nuevo tipo abstracto de dato,
TAD utilizando conceptos como la
sobrecarga de operadores. La
implementacion se ha realizado en el
compilador Dev C++ 4.1; un compilador
GNU con licencia GPL.

Palabras Claves: Grupo conmutativo o
abeliano. Sobrecarga de operadores.Tipo
abstracto de datos.

C++ ProGrRaM |MPLEMENTING THE
ABELIAN GrOUP
ABSTRACT

This article presents a C++ Program
implementing the Commutative or Abelian
Group Algebraic Concept. The whole
Program code that manages abelian class
objects as a new data abstract type, TAD,
using concepts such as operators
overcharge is shown. Implementation has
been carried out in a Dev C++ 4.1
compiler, a GNU compiler with GLP
licence.
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INTRODUCCION

Definicion de Grupo

Sean un conjunto no vacié G y una funcién *. El par (G, *) es un grupo si
y solo si* es unaley interna en G, asociativa, con neutro, y tal que todo
elemento de G admite inverso respecto de *.

En formasimbdlica se tiene:

Definicion: (G, *) es un grupo siy solo si se verifican los axiomas

[ ]

Siademas se verifica:

Entonces, el grupo se llama conmutativo o abeliano.

Ejemplos de grupos

El conjunto de los nUmeros enteros, con la operacién suma, es decir, (Z,
+), tiene estructura de grupo abeliano. Igualmente los conjuntos Q (nime-
rosracionales), R (nUmeros reales) y C(nimeros complejos).

El conjunto Q* = Q\{0} de los niumeros racionales no nulos, forma con la
operacion producto un grupo abeliano. Igualmente ocurre con los conjun-
tos R*y C*. Obsérvese que, para formar grupos multiplicativos, siempre
tenemos que excluir el elemento nulo, que no tiene inverso (pero el pro-
ducto de nimeros no nulos es no nulo).

El conjunto

(conjunto de polinomios con coeficientes reales), con la operacion suma
de polinomios, forma un grupo abeliano. No puede formar grupo con el
producto, puesto que no todos los polinomios tienen inverso.
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Dados dos enteros positivosm yn, si se considera:

(conjunto de matrices mxn con elementos reales),
este conjunto forma, con la operacién suma de ma-
trices, un grupo abeliano.

Dado un entero positivo n, consideramos el conjunto

(matrices cuadradas de orden n e invertibles). Es
facil comprobar que este conjunto, dotado de la ope-
racion producto de matrices, constituye un grupo que
no es abeliano.

Dado un conjunto cualquiera E, se define:

(conjunto de las biyecciones deE); no es dificil com-
probar que, si "?"denota la operaciéon composicion
de aplicaciones, (B(E), ?) constituye un grupo que,
en general, no seria abeliano.

Ejemplo de aplicacién
En el conjunto Z de los enteros se define * mediante:

[ 1o

Puede afirmarse que el par (Z, *) es un grupo abeliano.
En efecto, se verifican:

De (2) y (3) resulta que:

Si e es neutro, entonces
Por (2): y resulta:

Anélogamente se prueba que -3 es neutro aizquierda.

G,. Todo elementodeG esinversible respectode*

Si|:|es inverso de [] entonces debe verificarse:

L]

Teniendo en cuenta (1) y que I:I

L]
Luego: I:l

De modo analogo se prueba el inverso aizquierda.

De acuerdo con (1) y con la conmutatividad de la
sumaordinariaenZ.

Aplicaciones de la teoria de grupos

La teoria de grupos y en particular los grupos
abelianos tiene aplicaciones en campos como la crip-
tografia o encriptacion de datos, seguridad informa-
tica, espacios topologicos, la topologia de redes de
comunicaciéony de datos, graficas de superficies y
teoria de grafos.

IMPLEMENTACION DEL TAD ABELIANO

El objetivo del presente trabajo es implementar o defi-
nir untipo abstracto de datos (TAD) que permita ges-
tionar objetos que correspondan alateoriade grupos;
en este caso los grupos conmutativos o abelianos.
Paraimplementar un tipo abstracto de datos en una
computadora deben tenerse en cuenta dos cosas:

1. El conjunto de datos que tendrael TAD y
2. Las operaciones definidas para dichos datos.

Para el TAD abeliano se define los enteros (aunque
bien pueden serlosreales olosracionales u otro tipo
de dato primitivo). Adicionalmente se definiran las si-
guientes operaciones que forman grupos abelianos.

1. Leyes internas
* talquea*b=a+b+3
+ talquea+b=a+b+1
- talquea-b=a-b-3
/ talquea/b=a/b+2

2. Operadores de asignhacion
= asignacion
*= asignacién con *=
+= asignacién con +=
-=  asignacion con -=
/= asignacioén con /=
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#include <iostream.h>
#include<stdlib.h>
/[Autor: Edgar Ruiz Lizama
/IDefinicion de grupo abeliano
class abeliano{
private:
int dato;
public:
abeliano(); // constructor vacio
abeliano(int); // constructor aternativo
abeliano(const abeliano&); // constructor de copia
/IProducto
friend abeliano operator* (const abeliano&, const
abeliano&);
IV erifica propiedad asociativa
friend bool pAsociativa(const abeliano&, const
abeliano&, const abeliano&);
/IV erificapropiedad conmutativa
friend bool pConmutativa(const abeliano&, const
abeliano&);
IV erifica existencia del elemento neutro o identidad
friend abeliano operator-(const abeliano& );
IV erifica existencia de inversos
friend abeliano operator~(const abeliano& );
/ISuma
friend abeliano operator+(const abeliano&, const
abeliano&);
//Resta
friend abeliano operator-(const abeliano&, const
abeliano&);
/IDivision
friend abeliano operator/(const abeliano&, const
abeliano&);
//operadores de asignacion
abeliano& operator=(const abeliano& );
abeliano& operator* =(const abeliano& );
abeliano& operator+=(const abeliano& );
abeliano& operator-=(const abeliano& );
abeliano& operator/=(const abeliano& );
/lentrada salida
void print();
friend ostreamé& operator<<(ostreamé&, const abeliano& );
friend istream& operator>>(istreamé& , abeliano&.);
1
/I constructores
abeliano :: abeliano()
{
dato = 0;

abeliano :: abeliano(int num)
{
dato = num;
}
abeliano :: abeliano(const abeliano& a)

{
dato = a.dato;

Edgar Ruiz L. >>>

/[Definicion de ley interna*
abeliano operator* (const abeliano& a, const abeliano& b)

abeliano dd = a.dato + b.dato + 3;
return dd;

}

//propiedades

bool pAsociativa(const abeliano& a, const abeliano& b,
const abeliano& c)

{
if (((a*b)*c).dato == (a* (b*c)).dato)
return true;
else
return false;
}

bool pConmutativa(const abeliano& a, const abeliano& b)

if ((a*b).dato == (b*a).dato)
return true;

else
return false;

}
//[Existencia del neutro o identidad: lo devuelve
abeliano operator-(const abeliano& @)
: abeliano g
e.dato = -a.dato;
if ((a*e).dato == a.dato & & a.dato == (a* €).dato)
return g

/[Existencia del inverso
abeliano operator~(const abeliano& a)
{

abdianoe=-g;

abelianoainv=-6 - g;

if ((@*ainv).dato == e.dato)

return ainv;

}

/I otros grupos abelianos
/IDefinicion deley interna+
abeliano operator+(const abeliano& a, const abeliano& b)

abeliano dd = a.dato + b.dato + 1;
return dd;

/[Definicion de ley interna -
abeliano operator-(const abeliano& a, const abeliano& b)

{
abeliano dd = a.dato - b.dato - 3;
return dd;

}
/[Definicion de ley interna/

abeliano operator/(const abeliano& a, const abeliano& b)

if (b.dato ! = 0)

Figura 1la. Listadodelprograma classabel2.cpp
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{ abeliano dd = a.dato/ b.dato + 2;
return dd;
}

else
exit(1); /lerror

}

//Sobrecarga para la asignacion de abelianos
abeliano& abeliano :: operator=(const abeliano& b)

dato = b.dato;
return *this;

}
abeliano& abeliano :: operator*=(const abeliano& b)
{

*this = *this* b;

return *this;

}
abeliano& abeliano :: operator+=(const abeliano& b)

{
*this=*this + b;
return *this;

}
abeliano& abeliano :: operator-=(const abeliano& b)

*this = *this - b;
return *this;

}
abeliano& abeliano :: operator/=(const abeliano& b)

*this = *this/ b;
return *this;

void abeliano :: print()
{

cout<<dato<<end!;

}

//sobrecarga para el operador <<
ostreamé& operator<<(ostreamé& 0s, const abeliano& r)

{

os<<r.dato;
return os;
}
//sobrecarga para >>
istreamé& operator>>(istream& is, abeliano& r)
{

is>>r.dato;
returnis;

}
int main() //classabel.cpp
abeliano a(3), b(2), ¢, d(1);

abeliano inv, neutro;
cout<<"Abelianos'<<end!;

cout<<"a="; a.print();
cout<<"b="; b.print();
c=a*b;

cout<<"c=a* b="; c.print();
cout<<"d="; d.print();

if (pAsociativa(a,b,c))
cout<<"\nSe cumple la Asociatividad en * con a, b, ¢

.<<endl;

else
cout<<"\nNo se cumple la Asociatividad"<<endl;
if (pConmutativa(a,b))
cout<<"\nSe cumple la Conmutatividad en * con a, b

.<<endl;

else
cout<<"\nNo se cumple |la Conmutatividad"<<endl;

cout<<"Existenciadel neutro dea="; neutro = -g;
neutro.print();

cout<<"Existenciadel inversodea=";inv =~3;
inv.print();

cout<<"\nOtras grupos abelianos’'<<end|;

c=atb;

cout<<"c=a+b="; c.print();
c=a-b;

cout<<"c=a-b="; c.print();
c=alb;

cout<<"c=al/b="; c.print();
/I Asignacion

d=g;

cout<<"\nAsignacion: d=c=>"; d.print();
cout<<"a="; aprint();
cout<<"b=";  h.print();
a*=Db;

cout<<"\nAsignacion: a*=b=>"; aprint();
a+=b;

cout<<"\nAsignacion: a+=b=>"; a.print();
a-=b;

cout<<"\nAsignacion: a-=b=>"; aprint();
al=b;

cout<<"\nAsignacion: a/=b=>"; aprint();
cout<<endl;

/lprobando la sobrecarga para<<y >>

abeliano abel(5);

cout<<"Probando operadores de entrada/salida’<<endl;
cout<<abel<<end!;

cin>>abel;

cout<<abel;

cout<<endl;

system("PAUSE");

return O;

Figura 1b. Listadodelprograma classabel2.cpp
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Se cumple la Asociatividad en * con a.
e cumple la Conmutatividad en ® conm a . b *...

Exiztencia del neutro de a

Exiztencia del inverso de a = -3

Probando operadores de entradassalida

Prezione una tecla para continuar . . .
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Figura 2. Salidadelprograma classabel2.cpp

3. Operadores de entrada/ salida
<< operadorde extraccién de flujo
>> operadordeinserciéndeflujo

Para laimplementacién de estas leyes internas de
grupos abelianos se emplea la sobrecarga de opera-
dores, concepto que en programacion orientada a ob-
jetos, consiste en afiadir comportamiento adicional a
los operadores definidos en el lenguaje a fin de
adecuarlos a los nuevos tipos abstractos de datos
definidos por los programadores.

A modo de ejemplo se menciona que el operador +
esta definido para sumar enteros, y flotantes pero no
para sumar dos objetos del tipo abeliano; de allila
necesidad de sobrecargar estos operadores paraque
respondan a nuevos requerimientos.

Se incluyen funciones como: print para imprimir un
objeto abeliano, pAsociativay pConmutativa que de-

vuelven valores de verdad acerca de silos abelianos
cumplen o no la propiedad correspondiente. Enlas
Figuras 1ay 1b se presentalaimplementacion de la
claseabeliano.

Enla Figura 2, se presentalaejecucion del progra-
maque implementalaclase abeliano.

CONCLUSIONES

El articulo muestra la posibilidad de crear tipos
abstractos de datos abstractos para propdésitos
particulares.

En este articulo para implementar el concepto
algebraico de los grupos conmutativos o abelianos.
Esto es posible debido a que C++ es un lenguaje
multiparadigmay dentro de la programacion orienta-
daaobjetos pueden implementarse nuevos tipos abs-

I
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tractos de datos mediante clases y sobrecarga de
operadores.

Un grupo abeliano se define mediante unaley interna
gue define unaoperacioén particular. Observe que para
el programa presentado se ha definido mas de una
ley, solo con lafinalidad de mostrar el funcionamien-
to de objetos abelianos. En implementaciones parti-
culares es deseable rescribir el programaincluyendo
sololaleyinternaconlaque se deseatrabajar.

El programa se ha escrito en lenguaje C++ pero tam-
bién puede escribirse en Java, C#, u otro que soporte
la programacion orientada a objeto.
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