6. REDUCCION DE SINGULARIDADES CON
MULTIPLICIDAD UNO

Sea p € M™ un punto singular irreducible de la foliacién Fz. Si
p es dicritico, entonces su blowing-up es no-singular, por lo tanto,
debemos considerar el caso en que p es no dicritico. Sean Aj,..., A
los autovalores de la parte lineal de DZ(p), entonces el polinomio
caracteristico de la matriz M = DZ(p) es dado por:

(6.1) A) =[] -2
. k=1

3
en donde Z TR = N.
k=1
Por lo tanto, existen z = {(z1,...,2,) coordenadas locales de una
vecindad de p en M™ tal que p = (0,...,0) € C* y la matriz M tiene
forma candnica de Jordan:

M © .. @

@ My ... ©

(6.2) M= | :
© © ... M

donde M;, € C'+ X"k es el bloque de Jordan correspondiente al auto-
valor A; i.e.:

M €9 0 .0 0
0 M & ... 0 o0
0 0 0 ... n 8
0 0 0 ... 0 X

dondeegk)e{o,l},lgisrkmlylgkgs.

Una condicién necesaria y suficiente para que F7 tenga una sin-
 gularidad aislada es que egk) =1,V1<i<r,—-1y1<k<s Mias
especificamente, tenemos el siguiente resultado:



PROPOSICION 2. Sea p € M™ un punto singular, irreducible
y no dicritico de la foliacién Fz. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) Sing(Fz) es un conjunto finito.

(2)
M) O o
0 M() 0
64)  DZ(0) = , :
o o M%)

donde M(\) = MI + R, (1), VE = 1,...,5. (Aqui I €
Ck %" es la matriz identidad y Ry, (1) € C'&*"* es la matriz
triangular superior de orden uno).

Demostracion.
1.) = 2.) En la carta z = (21, ..., 2,) anterior, Fz esta generado por

n
el campo vectorial Z = Z Z VA % Por (6.2) y (6.3) tenemos
i

i=1 \k>1
que:

Zi(2) = Nz + 60y g, oy +H1<i<t—1, 1<U<s

(6.5) | 2

l
endondet0=0yt;=2'rk,15l_<_s.
k=1
Procediendo por contradiccién, suponga que existe ig € {1,...,r1—

Z .
E;) = 0. Enlacarta y; = 21, i = _z_;_ (2 < i < n), tenemos

1} tal que €
que:



n

20,92 50) = Y [Z0) - wiZ(@)] %

1=2
ri—1 a
= ZH§) — v Z1 ()] =
; [ 1) —ui 1(9)] 0 +
d
T Ay 17~
+[Z7'(9) — yr 21 (9)] T
8 t—1 o
P X A0 -] 5 +
=2 Mi=t_1+1 t

+[2000) - 9 2] %}

donde § = (1,y2,...,yn). De (6.5):

_ r1—1 P
Z(0,92,---,y0) = [()ym ! )yzyz] i
=2
- [Egl)yﬂ/n] a’jr +
s -1 l
+y0) [(z\z— 1~e§)yz) i+
=2 i=t;_+1

! 0
+6,(-_)t,_1yi+1] -53'/: +

L}
0
+ ; [Al -1 - 651)1!2] yt,@

Se sigue que Z(0,...,0,¥i,+1,0,...,0) =0, por lo tanto Sing(Fz)
es un conjunto infinito, lo cual es una contradiccién. Concluimos que
egl) =1,V1<i<r; —1yportanto My = M(\) = A\ I + R, (1).

Para probar que M; = M(\) = NI + R, (1), (I = 2,...,s), se
considera la carta y; = z;, ¥; = z—’ (¢t =1,...,n,1 # j) donde

Jj =t;—1 + 1y procedemos como antes.



2.) = 1.) Por hipétesis y (6.5), tenemos que:

Zi(z) = Nz + zig, b1 +1<i< -1, 1<1< s

(6.6) Zf’ (2) =Nz, 1 <1<

Enlacartay; =2, yi = ? (2<i< h), de (6.6) obtenemos:
1

r1—1

. 0

Z(Oa Y2,. .. 7y'n) = 1:22 [y’i+1 y'Zyz] —Y2Yri . — ayrl +

(6.7) + Z { Z =M\ = ¥2) ¥ + Yi] Ei
=2 N =t 1+1 *

0
AN — A1 — _
[ l 1 yz] Yy 6%}

Se sigue que (0, ... ,0) es la tinica singularidad de F7 en esta carta.
Ahora, para iy € {2,...,71 — 1} (resp. ip = r1), consideramos }a

2 . . . zZ
carta Yi, = Zip, Yi = —1—'7 1<1<n,1 # to (resp~ Yry =2y Yi = _1'7
Zig 2r
1<i<n, i #r).
Denotando
Yo = (U1, - -+ Yio—1,0, Yig+15 - - - » Yn)
y
:[] = (y17 ooy Yip—-1,s 17y’io+1a. vee ,yn)
respectivamente
Yo = (yla oo 1y1‘1—la0,y’r1+17 o ,y’n)
y

y= (yh ey U1, 1ay1‘1+1, e ayn)v

de (2.6) y (6.7), tenemos que:



Zw) = Y [F0)-uzb6)]

i=1,3#1%0 ayi
r1—1 P
= Z [i+1 = Yillio+1] B +
i=1,iFip—1 vi
(6'8) + [1 yto—-l?}zo-!-l] "'"a_ Yig+1Yry —?— +
yzo—l ayn

-1
0
+Z{ Z (o)\l—)\l_yéo+l)yé+yi+l]§§'.‘+

=2 Nis=t_y+1 ¢

4]
+ [N = A1 = vig) v -é'y—t}
Az}

respectivamente
- i . ]
Zw) = Y, [Zi(@)—ini“(m]gy—_
i=1,i#r '
(6.9) = Yitr 45—~ +
i=1,i#r a Yi 63,/1-1-1

8
3
+ Z (= A)y + yz-f—l]
1=2 i=f;_1+1

0
+ Z [')‘l )‘1] Yty 53— a
=2

De (6.8) y (6.9), se sigue que Fz no tiene singularidades en estas
cartas. _
De manera similar, podemos probar que Sing(Fz) = {p1,...,Ps}

donde f; es el cero de la carta y; = 2, y; = z—f,izl,...,ﬂd#ﬂ

o]
1<1<syj=t-1+1. Esto finaliza la prueba de la Proposicién 2.
N

Observacién: Los puntos py,...,H, anteriores son singularidades
‘no dicriticas de Fz.



Ahora, consideremos la parte lineal de Z en cada punto singular
P - 2 .
no dicritico pi,...,pPs. En la carta y3 = 21, y; = ~z-'- (2<1i<n),no
1

es dificil ver que:

M, e )

) Pi M(—A )

(6.10) DZ(0) = A ( : 1) -
Pys ) oo M(As = A1)

donde M; € C' ¥ M(N—\) €eCX*Mtly P, €eCt*M (1 =2,...,5)
estan definidas como:

M 00 . 0

a 0 1 . 0
M, = P :

arl_]_ 0 O 1

a, 00 ... 0

(6.11)

ay 41 0 0

a_ .42 0 0
P, = ! :1+ . :

Qy, 0 ... 0

y M()\[ — )\1) = ()\l - )\1)I + R¢1(1)- (Aqui o = Z%(].,O,... ,0),
2<i1<n)

Nétese que tenemos tres_posibilidades para el polinomio carac-
teristico A(t) de la matriz M = DZ(0):
a) Si A; = 0 entonces

s
(6.12) Ay = " JJe-2"
=2

b) Si \; #2A, VI =2,...,s; entonces

8
(6.13) Ag) = " He- M) [JE-N+2)"
=2



~¢) Si existe lg € {2,...,s} tal que N, = 2X; entonces podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que Iy = 2 y luego

s
(6.14) Ay = =) - N+ )"
1=3

Ahora, si suponemos que P es tal que Sing (.7-'(22)) es un conjunto

finito, donde .7—'%2) = E’;j—'z y Es es el blowing-up centrado en py,
entonces M es una matriz del tipo (6.4). Mds especificamente, si
denotamos:

M(N) © 3]

© M(Xs) ®

(6.15) [Aye-esAiT1yeesTs] = : : :
' 3 ® ... M(\)

entonces tenemos la siguiente:

PROPOSICION 3. Sea iy € Sing(Fz) tal que Sing(FY) es un
conjunto finito, entonces
(1) Si Ay =0 entonces
| M =[0,Ag,. s As; 71,72y -- 5 Ts] -
(2) Si A1 #0 y A # 2\ entonces
M =0, A1, d2 = Atyeooy As = Ay — 1, 1,70, 00, 7).
(3) Si A1 #0 y Ay =2\ entonces

M= [0,)\1,A3-‘}\]_,...,As—Al;Tl“1,T2+1,T3,.--,7'3].

Demostracién. Por hipétesis y de la Proposicién 2, el polinomio
minimal m(t) de M es m(t) = A(t). Ahora, considerando los casos
a), b) y c) anteriores, la prueba se sigue. O

Observacién: Un resultado similar es obtenido para los otros puntos
singulars Po, . ..,0s € Sing(Fz)

Por lo tanto, podemos asegurar que si p € M™ es un punto singular
no dicritico e irreducible de la foliacién Fz tal que p es una S.A.A.,
entonces no aparecen puntos dicriticos en el proceso de blowing-up.



En efecto, por la Proposicién 2, cualquier punto de Sing(Fz) es un
punto singular no dicritico y por la Proposicién 3, la parte lineal de
Z es una maitriz similar a la parte lineal de Z. Luego, la prueba se
sigue por induccidn.

En [9], los autores estudian formas finales de una singularidad ab-
solutamente aislada no dicritica. Recordemos que ellos definen una
singularidad simple o singularidad irreducible de la manera siguiente:
Sea M™ una variedad compleja n-dimensional y sea D C M™ un divi-
sor de M™ con cruzamiento normal (podemos imaginar que estamos
en la etapa 0 del proceso de desingularizacién, siendo D todo el di-
visor excepcional). Sea F una foliacién analitica singular por curvas
de M™ tal que cada componente irreducible de D es invariante para
F. Fijemos un punto p € Sing(F) y denotemos por e = e(D,p) al
nimero de componentes irreducibles de D que pasan por p. Asumi-
mos que e > 1 (esta condicién es siempre satisfecha después de un
blowing-up). Bajo estas condiciones, la foliacién F es general por el
campo vectorial

o ] = d
(6.16) Z = ZZiziéz-k'z Z,;-gg;
=1 i=e+1

donde D = ([];_, zi = 0) localmente en p. Tenemos entonces la si-
guiente:

DEFINICION 2. Sea e = 1. Entonces p es un punto simple
o punto irreducible de F si y sdlo si ocurre una de las siguientes
posibilidades:

(1) Si Z1(0) = 0 entonces la curva (z2 =0,...,2, = 0) es inva-
riante por F (salvo una adecuada eleccién de las coordenadas
(21,.--,2n) ) y la parte lineal de F |D es una matriz de rango
n—1. )

(2) Si Z1(0) = X # 0 entonces la multiplicidad del autovalor A es
uno y si u es otro autovalor de la parte lineal de Z, entonces

m
X ¢ Qt.

Si asumimos que e > 2, entonces p es una esquina simple o punto

irreducible de F si y sdlo si (salvo un reordenamiento de (z1,...,2));

se tiene que Z;(0) = A #0, Z2(0)=p y % ¢ Q*.



Decimos que p es una singularidad simple o singularidad irre-
ducible de F si y sdlo si es un punto simple o una esquina simple.

Con la definicién anterior, obtenemos el siguiente resultado de
desingularizacién:

Teorema A'. Podemos extender la sucesion de blowing-ups del Teo-
rema A anterior

MEEL M B B M M>N
de tal manera que q € Sing(Fpr) = q es una singularidad simple
de Fy.

Si p € M" es un punto singular no dicritico e irreducible de la
foliacién Fz tal que p es una S.A.A., entonces p es una singulari-
dad absolutamente aislada no dicritica de la foliacién Fz y podemos
aplicar el Teorema A’'.



