3. EL NUMERO DE MILNOR DE UNA SINGULARIDAD
AISLADA DICRITICA EN DIMENSION 3

Sea Opp al anillo de gérmenes de las funciones analiticas en p €
UC C"ysea lI[Zy,2s,...,2,) C Onp el ideal generado por las
componentes del campo vectorial holomorfo Z definido en U. El
Nimero de Milnor del campo Z en el punto p, denotado por pp(Z),
es definido como

(3.1) #p(Z) = dimg ( 2 an N Zn])

Este nimero satisface las siguientes propiedades (ver [16]):

(1) pp(Z) es finito si y sélo si p es una singularidad aislada de Z.
(2) pp(Z) =0 siy sblo si p es un punto regular de Z.

(3) pp(Z) =1 siy sblo si det (9—2—1—@) # 0.
9z; 1<i,j<n

El niimero de Milnor puede ser geométricamente interpretado como
el indice de interseccién ip(Zy,...,Zy) en p de las n hipersuperficies
analiticas generadas por las componentes de Z (ver [16]):

(3:2) up(2) = ip(Z1, ..., Zn)

Sean p € U una singularidad aislada del campo vectorial Z, tal
que pp(Z) = v, Fz la foliacién generada por Z, Fz el transformado
estricto de Fz y Z el campo vectorial holomorfo que genera a la
foliacién Fz. Cuando n = 2, existe una férmula que relaciona v
con el niimero de Milnor de Z en p y el nimero de Milnor de las
singularidades de Z (ver [19]):

2—v—14+ ¥ pg(Z), sip esno dicritico.

_ gEE~1(p) _
B mZ)=9 oy 14 Y uy(Z), sipes diertico.

g€E~(p)
Observe que como el conjunto Sing (.75 Z) es finito, las sumatorias

que aparecen en la expresién anterior son finitas. Existe una gene-
ralizacién n-dimensional de la férmula anterior bajo las hipétesis de



que p es una singularidad aislada no dicritica de Z y que el conjunto
Sing (]-:z) sea finito (ver [9)):

B4) pp(Z)=v"—v" - —v—14+ Y u(2)
qEE~i(p)

Esta seccién estd dedicada a probar una férmula andloga a la an-
terior, en dimensién 3, para el caso en que p es una singularidad
aislada dicritica de un campo vectorial holomorfo Z y el conjunto

Sing (}: Z) sea finito. Antes de probar esta férmula, necesitamos ver

algunas definiciones y propiedades previas.

Denotemos por Oy, al anillo de gérmenes de las funciones analiticas
en 0 € C*, luego cualquier F € O, tiene un desarrollo en series de
potencias, definido en una vecindad del origen:

F(z) =) Fi(2)

k>0

en donde los Fi(z) son polinomios homogéneos de grado & > 0. En es-
tas condiciones, el orden de F en 0, denotado por ordy(F'), es definido
como el menor niimero entero no negativo m tal que Fi = 0 para todo
k<my Fn,#0.

Es bien conocido que el subconjunto de C* formado por todos los
ceros de F, al que denotaremos por (F = 0), i.e.

(F=0)={z€C": F(z) =0}

es una hipersuperficie analitica de C*, es decir, una subvariedad
analitica de C* de codimensién 1 (o0 de'dimensién n—1). Por ejemplo
sin =2, (F = 0) es una curva analitica en C?> mientras que si n = 3,
(F = 0) es una superficie analitica en C2>. En el caso particular de
que F' es un polinomio, el conjunto (F = 0) es una hipersuperficie
algebraica de C*.

Sean F1, Fy,...,F, € O, y denotemos A4; = (F; =0), (1 < j < n).

n

Vamos a suponer que ﬂ Aj; es un conjunto de dimensién cero (con-
j=1

junto discreto de C*). El producto cartesiano ITA; = 4; x Ay x... X

AnenC* = C*xC" x...xC" tiene dimensién n(n—1), y la diagonal

2 . . I3
A = {(21,22,...,2n2) €CY 121 =29 =...=z,2 ¢ tiene dimensién



n
complementaria n. Sia € n Aj entonces (a)" = (a,qa,...,a) € c
j=1
es un punto aislado de (II4;) N A, se sigue que la proyeccién 7a |y 4
de A sobre A* (en C*) es un recubrimiento analitico de alguna
vecindad de (a)®. El indice de interseccion de las hipersuperfi-
n

cies analiticas A;, As,..., A, en el punto a € n A;, denotado por
j=1

io (F1, Fy,...,Fy,), es definido como la multiplicidad (ver [13]) de la

proyeccién wal, a; o0 (a)* € C*:

iq (FlaF2a-"’Fn) = K(a)» (‘KAh‘IAj) .

n
Siag ﬂ Aj, es conveniente definir i, (Fy, F3,...,Fy) = 0.
j=1
Como consecuencia directa de la definicién, tenemos que el
indice de interseccién es una funcién simétrica de las funciones
Fl, FQ, ey Fn, i.e.

ia(Fjl’FjW""an) =ia(F1,F2a---,Fn),

para cualquier permutacién (1,2,...,n) = (J1,2,..-,Jn)-
Otras propiedades fundamentales del indice de interseccién son las
siguientes:
(1) 4q (Fy - Fl,Fg, oy Fn) = io (F1, Fa,...,Fy) +
Za (F 1 F. 29000y LB )
(2) Si A esuna matnz cuadrada n xn mvers1ble, cuyos elementos
son funciones holomorfas en una vecindad de a € C* y si

denotamos:
F! RO
B, P
F Fp

entonces i, (F{, F}, ..., F}) = iq (F1, Fa, ..., Fy)

El lector puede encontrar la demostracién de estas y otras
propiedades del indice de interseccién en [13] y [15].



La interpretacion geométrica del indice de interseccién es
la siguiente: Dado e¢ > 0 suficientemente pequefio, las e-
perturbaciones A;(e) = (F; = €) de A; se interceptan en exactamente
iq (F1, Fy, ..., Fy) puntos, i.e.

card n Aj(e) | =iq(F1,Fa,..., Fy).
Jj=1

En estas condiciones, el nimero de Milnor del campo vectorial
n

holomorfo Z = E Z,-a—, puede ser interpretado geométricamente
” 2
=1

como el indice de interseccion ip(Z1,Za,. .., Zy) en p de las n hiper-
superficies analiticas generadas por las componentes de Z (ver [13]):

ll'p(Z) = ip (Zl5 Z27 teey Zn)

Sea E el blow-up centrado en 0, en la carta ﬁj (1 <£j<n)de
C" introducimos las coordenadas (y1,%2,...,yn). De esta manera
E :U; = C" tiene la siguiente expresion:

E(yi,y2,--s9n) = (U152 Yi=1Y5, Yj+1¥js - - > Yn¥s)
(35) = (Zla e 7273)
Dado F € O,, con ordy(F) = m, en la carta U; definimos el
transformado estricto de F por E, denotado por F, como:

7 FoE)(y1,y2,---,
7

El Teorema, siguiente, cuya demostracién puede ser encontrada en
[15], es fundamental para demostrar el resultado principal del pre-
sente trabajo:

TEOREMA 1. Sean F\, F;,...,F, € O, tales que:
(1) 0 € C* es un punto de interseccion aislado de las hipersuper-
ficies analiticas (F; =0),(F> =0),...,(F, =0).
(2) Las hipersuperficies (17"1 = 0) , (ﬁg = 0) Y eens (ﬁ’n = 0)
tienen
puntos de intersecciones aislados en el divisor E~1(0).




Entonces

io (F1, Fay...,Fy) = ordy(Fr)ordy(Fy)...ordy(Fy,) +

+ 3 iq(ﬁ‘l,ﬁ2,...,ﬁn).

q€E~Yp)

Sea M3 una variedad analitica compleja de dimensién 3 y con-
sideremos en ella una foliacién analitica singular por curvas. En
p € M3 singularidad aislada dicritica de la foliacién, consideremos
un sistema de coordenadas locales (21, 22,23) tal que p = 0 € Cs.
En esta carta, la foliacién es generada por el campo vectorial holo-

morfo Z = Z Zzi Si mo(Z ) = v, por la Proposicién 1, existe un

polinomio homogeneo P,_, de grado v — 1, tal que:

(3.7) Zi(z1,22,23) = zPor(2r,22028)+ Y, ZE(z1,22,23),
k>ut1

donde 1 <7< 3. .
Sea (z,t,s) la carta de C? en la cual el blow-up E centrado en el
0 € C? es expresado como:

(38) E(IE,t,S) = (:I:,:z:t,:z:s)=(z1,zz,z3).

En estas coordenadas, las componentes del campo

~ 0 0

que genera a la foliacién transformada estricta, se expresan como:

d
+-Zb +-Z§a

Zl(m,t,s) = P, 1(L,t,s)+ Y :L"“‘”Z,%(l,t,s)

k>v+1
3.10) | Z2(at,s) = ¥ 2FH[ZE(nt, ) — 12 (Lt )]
k>v+1
Z3($’t’s) = E zk—u—l [Zg(z,t,s)—SZé(l,t,s)]

k>v+1



Las componentes de Z tienen expresiones andlogas en las otras dos
cartas (u,y,v) y (r,w,2) de C3, en las cuales E se escribe:

(3.11) E(u,y,v) = (uy,y,vy) = (21,22,2)
. E(T’w’z) = (TZ,’IUZ,Z) = (21,22,23)

Observe que las componentes de Z también pueden ser expresadas
en términos de los transformados estrictos de las componentes de
Z. En efecto, por ejemplo en la carta (z,t,s), un fécil célculo nos
muestra que:

5 5 0 22—t216 23—8213
(3.12) Z = Zl'é;‘}‘ - 3t+ o &

Con las definiciones y notaciones anteriores, podemos demostrar el
siguiente resultado:

TEOREMA 2. [Caso 3-dimensional] Sea Z un campo vectorial
holomorfo con singularidad aislada en 0 € C3, tal que Z tiene sin-
gularidades aisladas en el divisor. Si 0 € C es una singularidad
dicritica de Z y my(Z) = v, entonces

po(Z) =1+ w2 -2+ > uy(2)
qEE-1(0)

Demostracién. Desde que Z tiene singularidades aisladas, sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que las siguientes condi-
ciones son satisfechas:

(1) La carta (z,t,s) de C® contiene todas las singularidades de
Z.

(2) 22,,(0,0,1) # 0y P,_1(0,1,0) #0.

(8) P,—1(0,22,23) y Z,,,(0, 22, 23) son polinomios coprimos.

Usando las propiedades del nimero de Milnor y del indice de in-
terseccién, tenemos:



5 s Zo—tZy Z3—sZ
Z 1e(Z) = Z zq(Z1, 2m L 3m 1)

q€E-1(0) q€E-1(0)
. = 5 23 - 321
(3.13) = > i (Zl,Zg, —}_) -
g&E-1(0)
— Z iq (21,.’13, ——"'“Z3 — SZI)
T
g€E-1{D)

donde (2.1) es valida siempre que la sumatoria:

s Z3—sZy\ :
Z iq (Zl,:c, L;?—-l-) sea finita. Con el objetivo de probar

g€E-1{0)
esta finitud, observamos que:

E iq (Zlams -Z'%{é) = Z ip (Pu—l(lat, S),Zg,[,,l(.?},t, S)) -

geE~1{0) peC?
(3.14) —(s25,,(1,¢,8))

Sea H, . el polinomio homogéneo de grado v + 2 definido por:

Hyyo(z1,22,23) = 2122 11(21, 22, 23) — 2325 1 (21, 22, 23)

la condicién 3 implica que H, 42 y P,_; no tienen factores comunes,
luego por el Teorema de Bezout:

(3.15) > iy (P Hupn) = (v—1)(v+2)
peC?

De las condiciones 2 y 3, tenemos que los polinomios P,_1(0,1,v)
y Hy12(0,1,v) = —vZ},,(0,1,v) no tienen raices comunes, ademas
H,»(0,0,1) = —Z!,,(0,0,1) # 0. Por lo tanto, las curvas alge-
braicas (P,~; = 0) y (H,+2 = 0) no tienen puntos de interseccién en
la recta del infinito L, = CP(2) — C?, esto significa que el plano afin
C? contiene a todos los puntos de interseccién de estas curvas. De
(3.14) y (3.15), tenemos:



(5  Z3—-sZ ,
Z tq (Zl)wa ;)=Z ip (P,,_.l(l,t,S),Hy+2(1,t,3))
(0)

T
geE-1 p eC?

=Z ip (Pu—laHl/+2) = (V - 1)(V+2)
peC?

Por lo tanto se verifica la igualdad (3.13) y tenemos

(3.16) > zq(2122¥) = (w=-1)(r+2)+

g€E-1(0)

+ }: 1e(2)

q€E-1(0)

Calculemos ahora la sumatoria Z iq (21,22, @)

q€E-1(0)
Sea H la funcidn analitica:
H(z1,22,23) = 2123(%1,22,23) — 2321(21, 22, 23)
= z (2123(21, 22, 23) — 23Z} (21, 22, 23))

k>v+1

De la condicién 3, se sigue ficilmente que 0 € C? es un punto de
interseccién aislado de las superficies analiticas (Z; =0), (Z; =0) y
(H = 0). Por propiedades del indice de interseccién, tenemos:

(21,22, H) = 1i9(21,2Z2,2123)
(3.17) = ig(Z1,22,21) +i0 (21, Z2, Z3)
= 19(Z1,Z2,21) + po(Z)

Del Teorema 1, tenemos:

(%1, 22,21) = 4o ( > Z,%,Z2,21)

k>v+1

(3.18) v+ + Y g (Z’, Zs, 7”r1)

q€E-1(0)



en donde Z' = Z Z} y m(z1,22,23) = 2. Desde que
k>v+1

#1(21, 29, 23) = 1, las superficies (Z’ = 0), (22 = (}) y (1 =0) no

tienen puntos de interseccién en la carta (z,¢,s). En las otras dos

cartas (u,y,w) y (r,w, z), los puntos de interseccién de estas superfi-

cies que se encuentran en el divisor, vienen dados por las soluciones
de los sistemas:

Z'(u,0,v) = Zy41(u,1,0) =0
Z5(u,0,v) = P,_1(u,1,0) =0
71(u,0,v) = u=0

Z'(r,w,0) = Zypi(r,w,1) =0
Zo(r,w,0) = wP,_1(r,w,1)=0
7?1(7‘, w, 0) = r=90

pero de las condiciones 2 y 3, deducimos que los dos sistemas ante-
riores no tienen solucién, luego (6.1) implica que

(3.19) 10 (21, 2Z2,21) = v(v+1)

Usando nuevamente el Teorema 1, tenemos:
(3.20) io (21,20, H) = Fw+2)+ Y. ig(%,%,8)

: gE€E~1(0)
siempre que las superficies (21 = 0), (22 = 0) y (ﬁ = 0) se inter-
secten en puntos aislados del divisor. En la carta (z,t,s) esto se
cumple (ver (3.2)) y en las otras dos cartas (u,y,v) y (r,w, 2) estos

puntos de interseccién (los cuales no pertenecen a la carta (z,t,s)),
son soluciones de los sistemas:

gl (01 Os 'U) =0
%2(0, 0,v) = P,1(0,1,) =0
H(0,0,v) = -vZ,+1(0,1,v)=0

?1 (07 w, 0) = 0
%2(0, w, 0) ’wa_.l(O, w, 1) =0
H(07 0, ’U) - v-i-l(os w, 1) =0

i

]



Nuevamente, por las condiciones 2 y 3, los sistemas anteriores no
admiten solucién. Se sigue de (6.3) que:

(B21) i0(Z1, 20 H) = 2w+ D)+ 3 iy (Zl,zz, Zy - szl>
q€E-1(0) z
Finalmente, de (3), (7), (5) y (2), tenemos:

wo(Z) = i9(Z1,2Z2,H) —i9 (21,22, 21)

. 5 & 23—821
= V2(V+2)+ Z g <Z1,Zz,—x—>—ll(1/+l)

geE~1(0)
= Pu+2) —vr+)+E-Dr+2)+ Y. n2)
q€E-1(0)
= L+a?-2+ Z uq(Z)
q€E~1(0)
lo cual prueba el Teorema 2. ]

Observaciones:

(1) La técnica usada para la demostracién del Teorema 2, es una
extensién a dimensién 3 de la utilizada en [6] para probar el
resultado andlogo para singularidades dicriticas aisladas en
.

(2) En la seccién 5, extenderemos la férmula del Teorema 2 con
la finalidad de probar un resultado de desingularizacion para
el caso de singularidades absolutamente aisladas.



