7. EL INDICE DE INTERSECCI(’)N. INVARIANZA
TOPOLOGICA

Sea Fz € Dy generado por el campo vectorial holomorfo Z, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que la singularidad aislada
dicritica es el 0 € C*. Sabemos que cualquier punto 5 € E~1(0) =
CP(n—1) es un punto regular de la foliacién Fz. Sea L la hoja de F
que pasa por p. Desde que E~1(0) y L son subvariedades analiticas
de C" de dimensiones complementarias (ver [13] yp€EE™ oyni,
podemos definir el indice de interseccion iz(E~1(0), L) de la hoja L
con el espacio proyectivo E~1(0) en el punto 5. En efecto, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que p esta en la carta de blow-up
en donde F se expresa como:

E(yla v ,yn) = (ylyn, R 1yn—1yn7y‘n) = (21, v ,Zn)
Desde que p = (,...,33_,,0) es un punto regular, la hoja L
puede ser localmente parametrizada por una funcién analitica

a= (dl)"' ,&ﬂ) : (]DEaO) - (‘z”ﬁ)
donde D, = {T € C: |T| < ¢}, tal que

&(T) = Z(a(T)), YT € D,
&(0) = p.
Desde que E~1(0) = {y» = 0}, podemos definir:

(7.1)

(7.2) i5(E71(0),L) = ordy(én)
es decir, i5(E~1(0),L) = m <= @(T) = T™éx(T) donde € es una
funcién analitica y £,(0) # 0. Es claro que i5(E~1(0),L) > 1, V5 €

E~1(0).

El indice de interseccién puede ser geométricamente interpretado
como el nimero de puntos de interseccién de L con una pequena
traslacién del espacio proyectivo {y, = d}, con § # 0. Para mayor
informacién sobre las propiedades del indice de interseccién entre
subvariedades analiticas de dimensiones complementarias, el lector
debe consultar [13].



Observe que si p € E~1(0) entonces &,(0) = Po—1(?,...,38_4,1)
entonces concluimos que i3(E~1(0),L) = 1siy sélosip € E~1(0)-S
si y s6lo si L es transversal a E~1(0) en 5.

En esta seccién, nuestro objetivo es probar que el indice de in-
terseccion es un invariante topolégico. La principal herramienta para
probar este resultado es el uso de la invarianza topolégica de la multi-
plicidad de un campo vectorial a lo largo de una subvariedad analitica
invariante. Las pruebas de los resultados dados en esta seccion, el lec-
tor las puede encontrar en [10].

Sea Z un germen en 0 € C* de un campo vectorial holomorfo
y L un germen en 0 € C* de una subvariedad analitica irreducible
invariante por Z y de dimcL = 1. Si B es una bola suficientemente
pequeiia centrada en 0 € C" tal que BN L es conexo, entonces BN L
es homeomorfo a un disco bidimensional D, = {T" € C : |T'| < €}.
Tal homeomorfismo puede ser realizado, por ejemplo, mediante una
parametrizacién de Puiseaux « : (D¢,0) — (BN L,0), de BN L,
donde a(T) = (a1 (T),...,an(T)), a;(T) = T™ie;(T) con €;(0) # 0
ogj=0ym; €Z¥,V1<j<n

Bajo estas condiciones, Z IBM puede ser considerado como un ger-
men de un campo vectorial real con singularidad aislada, luego su
indice en 0 € C" estd bien definido.

DEFINICION 3. Sean Z, L y B como antes. Definimos la Multi-
plicidad de Z a lo largo de L en 0, my(Z, L) como el indice de Z {Bm
en 0 € C*, considerado como un campo vectorial real en BN L.

La siguiente proposicién establece que el niimero mg(Z, L) puede
ser calculado en términos de una parametrizacién de Puiseaux « de
L:

PROPOSICION 4. Con las notaciones anteriores, eziste un dnico
campo vectorial holomorfo X en D con X(0) = 0 tal que:

Z(a(T)) = X(T) (T), VT €D,

Ademds, si X(T) = TmB(T)—é% {m € Z%), con B(0) # 0, entonces

mg(Z, L) = 1m.



DEFINICION 4. Sean Fz y Fz dos gérmenes de foliaciones en
0 € C™. Decimos que Fz y Fz son topoligicamente equivalentes, lo
cual serd denotado por Fz ~yop Fzi (0 simplemente por Z ~op Z')
si y sélo si existe h germen de homeomorfismo en 0 € C* tal que
h*(Fz:) = Fz. Es decir, L € Fz => h[L] € Fz. h es llamado
conjugacion topolégica.

Sean Fz y Fz dos gérmenes de foliaciones con singularidad aislada
en 0 € C*, tales que Fz ~yop Fz por un homeomorfismo h : U — U’
donde U y U’ son vecindades abiertas del 0. Sea L una subvariedad
analitica, irreducible, invariante por Z con singularidad aislada en
0 € C* y dimcL = 1. Podemos suponer que LN U es conexa. Bajo
estas condiciones, se sigue que L — {0} es una hoja de Fz y por el
teorema de Remmert-Stein (ver [17]), tenemos que L' = h[L] es una
subvariedad analitica, irreducible, invariante por Z’ con dimcL’ = 1.
Por lo tanto, mg(Z’,L') estd bien definido. Tenemos el siguiente
resultado.

TEOREMA 3. La multiplicidad de Z a lo largo de V es un inva-
riante topoldgico. Mds especificamente, sean L y L' como antes. Si
Fz ~itop Fzi entonces mo(Z, L) = mo(2',L").

Retornando a las foliaciones dicriticas, probaremos que existe una
relacién entre el indice de interseccién y la multiplicidad a lo largo de
una subvariedad invariante. En efecto, sea Fz € Dy, con mg (Fz) =
vyp e E"10) = CP(n — 1), podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que p = (¥9,...,48_,). Sea U vecindad de p tal que
i]oﬂE”l(O) = {p}, donde L es la hoja de Fz que pasa por . Sie >0
es suficientemente pequefio, entonces f;| _ puede ser parametrizado
por la funcién analitica Y

&= (&1,...,an) : (De,0) = (I, 5)
la cual satisface
&(T) = Z(a(T)), YT €D,
&(0) = p.
Si @n(T) = T™En(T) con £,(0) # 0y m € Z¥, se sigue de la
definicién de indice de interseccién que iz(E~1(0),L) = m. Sea U
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vecindad de0eC*talque E-U-{0}]C Uy E [Z|0 - {ﬁ}] =
— {0}. Entonces L es una subvariedad analitica, irreducible de

U invariante por Z, con singularidad aislada en 0 y dzmcL =1.
Definimos « : (D¢, 0) — (L,0) como:

oT) = { (Jf&(T) = Z(&(T)), gi 8

se sigue que o es una parametrizacién de Puiseaux de L. Desde que
%

~

7z =

(ver [1]), tenemos que:

DE! 0 E(&(T))Z o E(&(T))
an(T)"

_ DENa@NZ((T) _ X(T) por iy

&(T) = Z(&(T) =

an (T) an(T)"
X(T) .
= T
au(@y " )
donde X es el campo vectorial holomorfo de la Proposicién 1y T' €

- {0}.
Concluimos que X(T') = &,(T)* = T™B(T)Y, con B(0) # 0. De
esta manera, hemos demostrado el siguiente:

LEMA 3. Si Fz € D}, p € E™Y(0), L y L como antes. En las
condiciones mencionadas, tenemos que

mo(Z, L) = mg(Z)iz(E~1(0), L).

Ahora podemos probar que la multiplicidad algebraica de una fo-
liacién en D, y el indice de interseccién son invariantes topologicos.
En efecto, sean Fz y Fz dos elementos de Df tales que Fz ~iop Fzr
por un germen de homeomorfismo h. Sea p € E~ 1(0) S, donde
S es la hipersuperficie de tangencia de Fz, desde que L, 1a hoja de
Fz que pasa por p, es transversal al espacio proyectlvo E“I(O) te-
nemos que z,,(E 1(0), L) = 1. Consideremos U vecindad de p tal que
ngﬂE“ = {p} y U vecindad de 0 € C* tal que E-1[U—{0}] C U.

SiL=E [L|L_’ - {;5}] entonces L — {0} es una hoja de Fz y L
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es una subvariedad analitica, irreducible de U, invariante por Z y
dimcL = 1.

De la definicién de h, se sigue que h[L—{0}] es una hoja de Fz:. Sea
U' = h[U] y L' = h|L — {0}], se sigue del teorema de Remmert-Stein
que L' es una subvariedad analitica, irreducible de U’, con singula-
ridad aislada en 0 € C"* y dimcL' = 1. Desde que L' — {0} € Fz
entonces E~![U — {0}] € Fz. Por lo tanto L' = E-1[U — {0}] est4
contenido en una hoja de Fz y L' n E~1(0) = {p'}.

Bajo estas condiciones, del Lema anterior tenemos que mg(Z, L) =
mo(Z) y de la invarianza topoldgica de la multiplicidad a lo largo de
L' (Proposici6n 2), se sigue que:

mQ(Z) = mQ(ZI,.L’) = mO(Z')iﬁ/(E_l(O),Z')

Por lo tanto mo(Z) es divisible por mo(Z'). Andlogamente, si
§ € E~1(0) — S, donde S’ es la hipersuperficie de tangencia de Fz,
tenemos que mp(Z') es divisible por mg(Z) y por lo tanto mo(Z) =
mo(Z’).

Mi4s atin, sip € E~1(0)NS, de la Proposicién 2 y del Lema anterior,
tenemos que:

. - 2 m (Z,L) _m (Z’7L') - . - Tl
ip(B(0), D) = 0 = = g = i (B0, L),

De esta manera, hemos demostrado el siguiente resultado:

TEOREMA B. La multiplicidad algebraica de una foliacion de Dy y
el indice de interseccién, son invariantes topoldgicos. Mds especifica-
mente, sean Fz,Fz € D}, , 9, L y L' como antes. Si Fz ~iop Fz
entonces

(1) mo(Z) = mo(2') )

(2) iﬁ(E—l(O),L) = iﬁ’(E“I(OLL’)'
_ Nétese que, de la construccién anterior, podemos definir la funcién
f: E71(0) — E~1(0) por la regla de correspondencia:

(7.3) f@ =7
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Desde que h es un germen de homeomorfismo en 0 € C*, usando
h~! es ficil demostrar que f es blyectlva Miés atn, tenemos el si-
guiente:

TEOREMA 4. La funcién f definida por (7.8) es un homeomor-
fismo tal que f[S] = S', donde S y S’ son las hipersuperficies de
tangencia de las foliaciones Fz y Fzi, respectivamente.

Demostracién. Desde que f es una funcién biyectiva, es suficiente
probar que f es continua. Primeramente, probaremos que f es con-
tinua sobre E~1(0) — S y luego extendemos f a una funcién continua
sobre E~1(0).

Sea p € E~1(0)— S, de la definicién de f y la parte 2.) del Teorema
B, deducimos que f(5) = 5 € E~1(0) — §'. Sea {{,} una sucesién en
E~1(0) tal que p, — P, probaremos que f(p,) = f(§) = #'. Desde
que p y p' son puntos regulares de .7:'z y fz: respectivamerlte, por
el Teorema del flujo tubular complejo, existen a, o/ > 0; V C U,
V' C U’ vecindades de § y § (respectivamente) y difeomorfismos
holomorfos % y v, donde:

$:DexBy — V, ¢ : Dy XByy — V', B ={u € C"! : Ju| < a}

son tales que %(0,0) = p, gb’(O,ﬁ) = p' y ¢ (resp. ') es una
conjugacién analitica local entre Z (resp. Z') y el campo vecto-

rial constante %, donde EE(T’ u) = (1,0). M4s ain, tenemos

que ¢! [E’I(O)ﬂf/’] = {0} x By (resp. ¢/~ '|E [ ““1(0)017’] =
{0} x Bys). Si h es una conjugacién topoldgica entre Fz and F. 7'y S€

sigue que h=E lohoE es una conjugacién topolégica entre Fz y
Fz sobre V — E-1(0), donde V es una vecindad de E~1(0). Por lo
tanto:

ﬁ|_ :V - E7Y0) — V' — E71(0)

es un homeomorfismo y f = h|
VnE—l(O)

_ Definiendo H= (z,b’) ) ho«!; yF= (1/;’)'1 o f o1, se sigue que
H :Dy X B4 — Dy X By y F: {0} x B, — {0} X By tenemos
las siguientes propiedades:
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e H es continua en Dy — {0} x B,.
o H(T,u) = (Hy(T,u), Bx(w).

. H(O 0) = (0,0).

. Hl(O u) =0, Vu € B,.

® H I = F
{0}xBa
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la sucesién, {f,}
estd contenida en V N E~1(0), luego z, = ¥~1(pp), es una sucesién

de la forma 2, = (0,u,) con u, eBayun—>0 Si Ty € D, — {0}
entonces (To, un) = (To,0) y por la continuidad de H: H(Ty,u,) =
H(Ty,0), tenemos Hy(up) — Hy(0) = 0. Se sigue que:

F(z,) = F(0,u,) = H(0, 1.1,1) = (0, Hy(u,)) — (0,0) = F(0,0).

De esta forma, f es continua sobre E~1 (0)—S. Con la finalidad de
extender f continuamente a E~!(0), usamos el criterio de Cauchy:
Sea p € S, debemos probar que Ve > 0, 3§ > 0 tal que py, P2 €

E~Y(0) - S con |y ~ §] < 8y [p2 — Bl < 6 = |f(B1) — f()] <.
Para.peSyp—f(p)ES'seaaa >0, V,V', ¥y 9 como
antes, tomando o y o'suficientemente pequeiios tales que:

V'NEY(0) C {q’ e EN0): |§ — F(5)] < e}
y considerando d > 0 tal que {§€ E(0): |§ — 5| <8} C VN
E~1(0), la hipétesis del criterio de Cauchy se verifica. Esto finali-
za la demostracion del Teorema 4. O

Observacién: Cuando n = 3, podemos probar la parte 1.) del
Teorema B, (es decir, mg(Z) = mo(Z)) usando el Teorema 2. En
efecto, sean Fz y Fz elementos de 'Dg con multiplicidades algebraicas
mo(Z) = v y mo(2') = V' tales que Fz ~,,, Fz:. Por el Teorema 2:

(T4) po(Z) = P+ 27 =2 y uo(Z') = (V) +20v')? - 2
Por otro lado, de la invarianza topoldgica del nimero de Milnor
(ver [10]): po(Z) = po(Z'). Por lo tanto, de (7.4) tenemos que:
I/3 + 21/2 = (1/')3 + 2(1/,)2
es equivalente a:
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(7.5) (=) +2)+v/ +V (/' +2) =0

ahora, desde que v, > 0; el segundo factor de (7.5) es mayor que 0.
Por lo tanto v = /.



