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9. INVARIANTES TOPOLOGICOS DE LAS
FOLIACIONES DE D}

3

_ ' o .
Sea Fz € D} generada por Z = ;Zi_é;; con Z; = ;Z}c,
(1 < i < 3) donde los Z} son polinomios homogéneos de _grado
k, Z! = 2zP,_1 y mo(Z) = v. En este caso, la hipersuperfi-
cie de tangencia S es una curva algebraica en CP(2) definida por
S = {[21;20;23] € CP(2) : P,—1(21,22,23) = 0}. Usando las nota-
ciones de la seccién 8, si P,_; es un polinomio no irreducible, entonces
puede ser factorizado por
Py1=F.. . F
Y
S=rS+--+n85
donde S; = {[21; 22; 23] € CP(2) : Fj(21,22,23) =0}, (1 < j <) son
las componentes irreducibles de S. Usaremos las siguientes nota-
ciones:

#(S) = | = nimero de componentes irreducibles de S.
" r(S) = {r1,...,m}, donde r; es la multiplicidad de Sj,
Vi<j<l.

9(S) = {g1,...,91}, donde g; es el grado de S;, V1< j <l

Para cada componente irreducible S; de S, asociaremos la curva

algebraica:
S; = {[#1; 22; 23] € CP(2) : Gj(21,22,23) =0}, (1 < j <)
donde G; es el polinomio homogéneo de grado g; + v definido por
3
OF; .
Gj= a_;Z;+1~
=1 *

Es claro que los puntos singulares de la curva S; estdn contenidos
en S;, de la Proposicién 5 se sigue que, si p € S; N S entonces
i5(E~1(0),L) > rj+1 donde L es la hoja de Fz que pasa por 5. Una
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propiedad importante de las curvas S; y S]’f es que ellas no tienen
componentes comunes. Més ain, tenemos la siguiente:

PROPOSICION 6. En las condiciones anteriores, tenemos que
para todo 1 < j <1, §;N S} es un conjunto finito que tiene g;(g; +v)
‘elementos.

Demostracién. Procediendo por contradiccién, suponga que S; y
S; tienen una componente en comin. Desde que S; es irreducible,
. tenemos que:

(9.1) Gj o7

i
ZV+1 =F JQ
i=1
donde @ es un polinomio homogéneo de grado v. Consideremos el
siguiente sistema de ecuaciones homogéneas:

(9.2) 32Z%+1(Z) ~212,,.(2) =0
z3Z,é+1(z) ZlZ:é+1(z) =0
2325,1(2) — 222;,,,(2) =0
Sea zg = (29,29,23) un punto de C* tal que Fj(z) = 0y
297}, 1(z0) — 20 Z% | (20) = 0. Podemos asumir, sin g?‘dida de gene-
ralidad, que zp es un punto regular de F;, més atin, —2(2g) # 0. De
J 0z3
la expresién (9.1) y la férmula de Euler, no es dificil probar que:
OF;
5—](20) (83Z541(20) — #2311 (20)) =
z3
OF; '
= =B ) (322 (a0) ~ 1) = O
22
¢ dF.
;9"']’(20) (ngE.,_l(zo) - ngEH(ZO)) =
23
_oF,

= 5;;@0) (23Z3+1(7-0) - Z?Z3+1(ZO)) =0

De este modo 29 # 0 € C3 es una solucién de (9.2), pero del
corolario de la Proposicién 1, se sigue que Fz ¢ D§ lo cual es una
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contradiccién. De esta manera, la Proposicién 6 se sigue del Teorema
de Bezout. O

Consideremos Fz y Fz € ’Dg tales que Fz ~,,, Fz. Por la parte
1.) del Teorema B, tenemos que mo(Z) = mo(2’') = v. Sea S (resp.
S’) 1a curva de tangencia de F (resp. Fzs definido por el polinomio
homogéneo P,_; (resp. P)_,) el cual es factorizado como P,_; =
Fyt - F[* (resp. Py_y = (F{)'s - (F})'") donde deg(F;) = g;, 1 <
j <1 (resp. deg(Fj) =g}, 1 <j <I'). Entonces S =r1S1 +---+mS)
(resp. 8’ =r{S] +--- +1}S}.) Tenemos la siguiente generalizacién
del Teorema 1.2 de [18], para el caso 3-dimensional:

TEOREMA C. Consideremos Fz y Fz: € D3. Con las notaciones
anteriores, si Fz ~,  Fz entonces

(1) #(8) = #(5).
(2) r(8) =r(5)
(3) 9(8) = g(5).

En donde #(S) es el mimero de elementos del conjunto S.

Demostracién. Desde que Fz ~,,, Fz/, del Teorema 4, existe un
homeomorfismo f : E~1(0) — E~1(0) (E~1(0) = CP(2)) tal que
flS] = §'. Primero, consideremos el caso cuando S es irreducible.
Afirmamos que S’ también es irreducible. En efecto, suponiendo por
contradiccién que S’ = S} U S}, del Teorema de Bezout se sigue
que S] N S) consiste de un nimero finito de puntos {f},...,Hy}
(N = deg(S]) - deg(S3)). Denotemos p; = f"l(ﬁ;-), 1<j<Ny
consideremos § = S — {p,...,pn} y &' = §' — {9},..., Py} con
la topologia inducida de CP(2). Bajo estas condiciones, tenemos
que f |S : § — §' es un homeomorfismo entre espacios topoldgicos,

donde S es conexo pero $' no lo es, lo cual es una contradiccién. Para
el caso general, aplicamos el argumento anterior a cada componente
irreducible S; de S. Concluimos que S y ' tienen igual niimero de
componentes irreducibles, es decir #(S5) = #(9’), lo cual prueba la
parte 1).

Denotemos f[S;] = S}, V1 < j < I. Desde que S; N S;
es finito VFz € D3, (ver Proposicién 6), podemos elegir un

punto p € §; — (SJ’-‘U (ugzl,,.#si)) tal que ' = f(p) € S; -
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((S;)*U (ugzl,,.#sg)). Sea L ( resp. I') la hoja de Fz (resp.

~

Fz') que pasa por p (resp. §'). De la parte 2.) del Teorema B y la
Proposicién 5, tenemos que:

rj+1=1i3(E7Y(0), L) = iy (E71(0), L') = v} +1
entonces r; = r7; V1 < j < I. Por lo tanto r(S) = r(5'), lo cual
prueba la parte 2).

Finalmente, desde que tenemos un homeomorfismo de CP(2) en
CP(2) tal que S es homeomoérficamente mapeado en S’, de las
técnicas usadas en [4], podemos probar que g; = g9, V1<j <l
Esto finaliza la prueba del Teorema C. 0





