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8. EL INDICE DE INTERSECCION A LO LARGO DE
UNA COMPONENTE IRREDUCIBLE DE §

Sea Fz € Dg la foliacién generada por el campo vectorial Z =

n
ZZi—?—— con Z; = ZZi, en donde los Z,’; son polinomios ho-
i=1 azi k>v

mogéneos de grado k y mg(Fz) = v. Sean

JO Z) P,_,- (Zzzazl)

el primer Jet no nulo de Z y’
S ={[z1;...;20) ECP(n —1): P,_1(21,...,2,) = 0}

la hipersuperficie de tangencia de Fz. Sabemos que la foliacién Fs
es generada por el campo Z el cual, en la carta Uy, de Cn, se expresa
como:

- L
(8.1) Z =Y Zim—
donde:

Zi(y1,...,yn)=kz>:uyﬁ'"[ k+1( ) — ysz+1( )]

Za(W1s- - 9n) = Boci(§) + 5 45V ZR(G).
k>v+1

(8.2)

Y?):(yla---,yn-—l,l)- - _

Dado p = (¢?,...,4°_,,0) € E"}(0) N U,, consideramos L la hoja
de Fz que pasa por p, la cual puede ser parametrizada por la curva
analitica:

é& = (ay,...,a,) : (D,0) — (L,p)
donde
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(8.3) { @) = ZED),de &M = 4 (G(D)),
Por lo tanto &, (0)

Concluimos que:

[oTgoN
o
T e

An (y(ll,. . ,yg_l,O) = Py_l(y(l), see 7y2—'1’ 1).

is (E—I(O),Ji) >1espeS
Dado p € S, vamos a calcular &"(0). De (8.3) tenemos que:

" odm .
=3 T BN &), lncgo

n—1
> 3{;;;1 (90) [Zi41(0) — 99204 (30)]

=1
n-1 45 n-1
OP,_ ,. ; OB,
= 5. (50) Z341(0) — 2741 (o) Zy"
i=1 v

donde Fo = (3?,...,4%_,,1). Por lo tanto:

n ~
. dP, ;
(84) H(O = Z aZ yh ayg—lv 1) Z:+1(y(1]a e ayg—la 1)
1

i=1
Definimos el polinomio homogéneo Qs,_; de grado 2v — 1 como:
n
OP,_1 ,,;

(8.5) Qav-1=dP,_, [Zu+l] = ?’;:l L+1
i=1

y denotamos por S$* a la hipersuperficie algebraica generada por

Q2V—1, ie.

(86) s = {[21; v ;Zn] € CP('n - 1) : Q2u—1(z1a v ,zn) = 0}
de (8.4) deducimos que:
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iz (E-I(O),E) >2 e peSNS~
~ Note que los puntos singulares de la hipersuperficie de tangencia
S estan contenidos en S*, sin embargo S N S* contiene otros puntos
p los cuales no son singularidades de S pero i3 (E‘l(O),i) > 2.

Ejemplo: Considere el campo vectorial holomorfo
3.2, ,2 3
Z(z1,22,23) = (2123, 2223 + 23,25 + 2329 — z)

Claramente Fz € D3, mo(Z) = 2 y el polinomio homogéneo de grado
1 asociado a Z es P)(zy, z2,23) = z3. Entonces, la hipersuperficie de
tangencia S de Fz viene dada por:

S = {[zl;zg;zg] € CP(?) P23 = 0}
En la carta U; de C® en donde el blowing-up es expresado por
E(ylay% y3) = (yl,y1y2,yly3) = (21,22,.23), tenemos que:

Z(y1,92,y3) = (y3, 1,92 — ¥3)
Sea p = (O,yg,0)~€ Sy L € Fz la hoja que pasa por p.

No es dificil ver que L estd localmente parametrizado por &(T')
(61(T), 62(T), 83(T)), donde:

3 2
&(T) = y%—gy‘z’) T2 4 1—3éy‘z’) T3 _ %ygT“ _ %T’i
8.7) { @(T) T +y3 .
- 3 1-3(y?
&) = [88-6D°) T+ 72— y7° — 7t

Il

luego:

&(T) = { T2§:1(T), con &jl(O) #0; siyd #0,-1,1.
BT TR(T),  con £1(0) #0; siyl =0,-1,1.

Concluimos que:

-ty i) = {2 sipé{[1;1;0][1;-1;0],[1;0;0]} .
' (E 1(0)’L) - { 3, (Salnpotro caso. |

Por otro lado Q3(z1, 22, 23) = dP; [Z3] (21, 22, 23) = 2225 — 23, luego:

-
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= {[z1522; 23] € CP(2) : 220 — 23 = 0}

y
Sns* ={[1;1;0],[1;-1;0[1;0;0]} .
Por lo tanto, en los tres puntos de SN S* el indice de interseccién
es 3y sip €S — S* entonces i; (E“I(O),f/> =2. a

El ejemplo anterior nos muestra que el indice de interseccién es
constante en casi todo punto de cada componente irreducible de la
hipersuperficie de tangencia S. Maés especificamente, sea Fz € D

0
con my(Fz) = v tal que Jy(Z) = P, (Z Zig—
i=1 Zi
Desde que P,_; es un polinomio homogéneo de n variables, puede

ser factorizado:

(8.8) Py = Fn...F"

donde los Fj (1 < j £ 1) son polinomios homogéneos irreducibles
de grado deg(F;) = g;. Esta factorizacién es tnica salvo factores
constantes no nulos. De acuerdo a la factorizacién (8.8),podemos
escribir la hipersuperficie de tangencia

S={[z1;...;20)] ECP(n —1): P,_1(z1,...,2,) = 0}

como:

(8.9) S = nSi+--+nS

donde:

(8 10 {[zl’ ,zn]GCP(n—l):F}(Zl,...,zn)=O},

Las hipersuperficies algebraicas S; (1 < j < I) son llamadas las
componentes irreducibles de S, mientras que los niimeros enteros posi-
tivos g; y r; son llamados respectivamente el grado y la multiplicidad
de S; in S. Es claro que el grado y la multiplicidad de S; en S
satisfacen la ecuacidn:
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(8.11) Zr,g] = v-1

De manera anéloga a (8.5), definimos los polinomios homogéneos:

n
(8.12) Gj = dF;[Zn]=) 522
=1 "

y denotamos por S} a la hipersuperficie algebraica:

(8.13) S; = {[z1;..-;2] € CP(n — 1) : G}(21,...,20) = 0} .

Note que los puntos singulares de la hipersuperficie S; estan con-
tenidos en S¥. Estamos listos para enunciar y demostrar nuestro
principal resultado: »

PROPOSICION 5. Con las notaciones introducidas anterior-
mente, sea p € Sj — S} tal que p ¢ Si; 1 <1 < 1,4 # j. Entonces
is (B71(0),L) =7 +1

Demostracién. Considérese 1 < j <1 (4 fijo) y denotemos:

(8.14) P,_y = F;’P donde P=F}* .- F7'Fj it ... F"

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que p =
?,...,4%_1,0) € U,. El Teorema es consecuencia de la siguiente
férmula:

n—1 k-1
(8.5 [E (152 (@(T)|  +
i=1 t
k-1

+ZFT'1 (&(T)) Hig(T) + Y & (T)r i(T)

=0 1=0
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donde2 <k < Ty +1, C"I(T) (dl(T)a 3 Ol I(T) ) y Hy ) "/’k i son
funciones analiticas de la variable T'. En efecto, sabemos que an(O)
@;,(0) = 0. Por induccién, suponga que ad (0) =0,V1<i<rj—1
entonces:

(r;) YT N
&n’'(0) = r;!Fj (do) P (fo) Za )6; (%0) +
=1 ?
T -2 ) T -1
+ Z F;J ' (go 3,1 + Z (1) I‘p"'] ,‘l
=0 i=0
donde go = (y?,...,38_,,1). Por lo tanto, 645; )(0) = 0. De otro
lado:
-1 TJ'
L(r;+1) = .. OF; .
an’ 7(0) = r;!P (o) [Z &;(0) 32’ @o)| +
' =1 i
T -1 ] T
z A ~ o
+ Z F7 ™ (go) Hy 413(0) + ) &P (0)r, 41,4(0)
=0 =0
De (8.2) y desde que § € S, tenemos:
-1 T
(r;+1) N P . OF;
anr’ (0) = r;! P (o) Z (Z:/+1 (9o) ‘y?Zz?+1 (9o) a—zj (yo))]
i=1 t

6F
= ll+1 Ey? az
. . .OF
Z Zy 41 (9o) a—% (9o)
=1

(0) = ’f'j!P (y?a-“ayg—l?l) G_:J (y?""’yg-l’l)'

r.
J

= r;! P (fo)

Por lo tanto &Sl 1)
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Desde que p ¢ S;, V1 < i < n, i # j, tenemos que
P(¥9,..,48_1,1) # 0. Mis atin G; (%3,...,98_1,1) # O (recuerde

que p ¢ S7). Luego a,(, D

estd lista.

Prueba de la férmula (8.15): Procediendo por induccién sobre k, para
k = 2 la férmula se cumple trivialmente. Suponiendo que es valida
para k, debemos probarla para k+ 1 :

(0) # 0 y la demostracién del teorema

&) (1) = T8 prik (4(7)) P (a(T)) -

(rj — k)7
n_l"' oF; 74! ri—k+1 /.
n—1 j
= [P (&(m) (Z T 32 (*(T))) +
i=1 t
= r d [y
+ 30y —E T (@) e g (Ftam) +
k=2 r. —i k-1 .
+3°F T @(T) Hy(T) + Y 68D (T o(T) +
i—0 i=0
+Za(‘) Wi (T
=0
Definimos:
Hi1 41 (T) W—Lfc"ﬁﬁ
n—1 . r;
= 1P &) (; am%’}j(am)) ]

+(ry = k+2) HypolT) (53 ((T)))
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4 (g

Hipy15(T) = (r; —i+1)Hg;1(T) o7 (F;

donde1 <i:<k-2.

j (6(T))) + Hy 4(T)

Hiy10(T) = Hp(T)
Ye+16(T) = Yei(T).
Yer1i(T) = Yric1(T) +945(T); 1<i<k—1
Yer10(T) = P o(T).

Luego, tenemos que:

ST = T F D) P @)
7:2_;11@)”1 o) +
+ 2; Frim( Hk+1,,(i’) +
+§a Tt 41,4(T

Por lo tanto, la férmula estd probada.



