5. EL TEOREMA DE DESINGULARIZACION PARA
CAMPOS VECTORIALES HOLOMORFOS
n-DIMENSIONALES CON SINGULARIDADES
ABSOLUTAMENTE AISLADAS

Con la finalidad de probar el Teorema de desingularizacién para el
caso n-dimensional, primeramente necesitamos extender el Teorema
2 a dimensién n > 3.

Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad dicritica
aislada en 0 € C" tal que su transformado estricto tenga singu-
laridades aisladas. Si mo(Z) = v entonces Z = ZZ" donde

k>v

Z,=P,_1 Z z,a Z Zk ,k>v+ly Zfc son polinomios

homogeneos de grado k.
Consideremos el campo vectorial Z,,.H + R, (donde R = }: Zx)
k>v42
y supongamos que:
(1) Zy41 + R tiene una singularidad aislada en 0 € C*.
(2) Su transformado estricto Z,4; + R tiene singularidades ais-
ladas en el divisor E~1(0) = CP(n — 1).
De (2.9), es facil ver que 0 € C* no es una singularidad dicritica
aislada del campo vectorial Z,,1 + R, por lo tanto, de (3.4) tenemos
que:

(5.1) po(Zy41+R)=g(v+1) Z Hg ( v+l T+ R)
qEE 1)
donde g(v) =v* — v 1 = —p— 1.
De la hipétesis 2.) podemos suponer, sin pérdida de generahdad
que las singularidades de Zy+1+ R estn en la carta {7, de C*, donde

(5.2)  E(y1,---,9yn) = W1, 0192, ¥19n) = (21, 2n)

Entonces



E*[Z,y1+Rl(y) = ( > yi‘ﬁ(ﬁ)) 2,

E>v+1 Oy

+y ( > 7 [Z@) —yiz,f;(m]) -

i=2 \k>v+1

donde y = (y1,...,yn) € § = (L,y2,-.., ¥n)-
Por lo tanto, E* [Z,41 + R] es divisible por y{ y tenemos que:

(5.3) Zus(y) + R(y) = ylz,}+1(y)£-1—+

n . N . a
+ Z (241(8) — viZy11 (D)) o +

1=2
+y1R(y)
Concluimos que las singularidades de Z,4+1 + R son los puntos

g; = (O,yg,...,yﬁ;)} 1 < j £ N, donde y%,,y-% satisfacen las
condiciones siguientes:

60 T (Ldeoootd) =1 hes (1) =0

endonde2<i<nyi<j<N.
Para € > 0, consideremos la perturbacién Z, = €Z, + Z,+1 + R.
Claramente 0 € C" es una singularidad dicritica aislada de Z, y

I

E*(Z) €E*(Z,) + E* (Zy41 + R)

= € [E (P,_1) E* (Z z¢-6%>
i=1 ¢

+E* (Zu+1 + R)

* ¢ - 8 %
E*(Z) (y) = € Pu—l(y)gg‘l' + E*[Zy41 + R]

Por lo tanto E* (Z,) es divisible por y{ y tenemos:



55  Zy) = eP.,_1<m5‘% + Zya(y) + R(y)

o equivalentemente:

(56) Z(y) = [ePmr(@) +11211(9)] %.Jr
+ 3 (B @) ~ w2 () a%- -

1=2
Tenemos entonces que Z presenta dos tipos de singularidades:
¢ Singularidades en el divisor: Son los puntos

p~] = (O’yg)”' ,?/1]1)
tales que y%, e ,y,’; satisfacen las condiciones (5.4) y

P (1ygyg,) = 0.

Entonces existe 0 < N; < N tal que p; = §j, V1 < j < Ny
~ Observe que estos puntos también son singularidades de Z.
¢ Singularidades fuera del divisor: Estos puntos tienen co-

ordenadas f = r(e) = (y¥(e),...,y5(€)) con y¥(e) # 0. De

(5.5), se sigue que zgréﬁk(e) = §;, Vk € I;, V1 < j < N;

donde I; es un conjunto finito de indices.

Para cada singularidad px = pi(e) de Z. fuera del divisor, denota-
mos p; = E (Px) y por lo tanto tenemos que:

(5'7) By, (Zc) = gy (Ze)
Si € es suficientemente pequeiio, se sigue que:
uﬁ,-(z)«rkz; 5. (Ze), sil<j< Ny
(7 R — REl;
(58) g Zusa + F) Y wp(Ze), iNi+1<j<N
kEIj

y



(5.9) p0(Zy+1 + R) = po(Ze) + Z > (2

i=1kel;

De (5.1), (5.7), (5.8) y (5.9), tenemos que:

N
gv+1) +Zﬂq Zyy1+R) = pol(Ze) ZZ
€l;

N
= Z V+1 + R -
- Zl"ﬁj (Zc)
j=1
Por lo tanto:
(5.10) po(Z) =g+ 1)+ Y wy(Ze)

GgeE~1(0)

Afirmamos que po(2) = po(Ze) y p3;,(Z) = pp;(Ze), 1 < j < N1
En efecto, desde que Z,(0) = 0, existe r > 0 tal que ||z|| < r =
|Z(2) — Ze(2)|l = (1 —€)||Zu(2)|| < 2. Sea 0 < r; < 7y consideremos
- la homotopia G : [0,1] x §2"~! — §?7~1 dada por:

tZ(2) + (1 -2t)Z(
1tZe(2) + (1 — 1) Z(2)|l
_ _2(2) _Ze
Entonces G(0,z) = m y G(1,2) = T
po(Ze). )
Sea B; = (0,43,...,4%) (1 < j £ MNi) una singularidad de Z, (la

cual también es singularidad de Z ), entonces P,_1(1, y;, yi, = 0.
Se sigue que existe 7 > 0 tal que ||(y2,...,¥n) — y%, LU < F=

G(t,2) =

|Py=1(1,y25-- - 9n)] < — Por lo tanto, de (5.6) tenemos que
ly = Bill <7 =>12(y) = Ze)ll = (1 = &)|Poe1(L,y2,- -, ym)| < 2.



Sea 0 < 7 < 7 y consideremos la homotopia G: [0,1]x S,?_:l_l(ﬁj) —
S§27=1 (donde Sg;‘_l(ﬁj) = {|ly - p;|l = 71}) dada por:

16Ze(y) + (1 — ) Z (W)l
A _ Z(y) A _ ~e(y) T
Entonces G(0,y) = Zw y G(1,2) = 2w de aqui u3,(2) =

t5,(Ze), V1 < j < Ny, lo cual prueba la afirmacion.
De (5.10), se sigue que:

(5.11) po(2)=gv+1)+ > (2
GeE-1(0)

En el caso que 0 € C" no sea una singularidad aislada de Z,+1 + R,
consideramos la perturbacién Zs = Z,+ Z,4+1+0Y, 41+ Rdonde Y, 4,
es un campo vectorial homogéneo de grado v + 1 tal que 0 € C” es
una singularidad aislada de Z,41 + 8Y,41. Observe que si 6 > 0 es
suficientemente pequefio entonces 0 € C* es una singularidad aislada
de Zs. En efecto, desde que Y,41(0) = 0, existe r > 0 tal que
Izl < 7 = ||Yos1(2)]l < 1. Como 0 € C* es una singularidad
aislada de Z, entonces definimos m = inf{}|Z(2)|| : ||z|| = '}, donde
0 < r' < r. Por lo tanto || Z5(2)|| > [|1Z(2)|| — §[|Yv+1(2)|| > m —4. Se
sigue que, si § < m entonces || Z;(2)|| > 0, V||z|| = r', de aqui 0 € C*
es una singularidad aislada de Zj;, y satisface las dos condiciones
" dadas al inicio de la seccién. De (5.11):

(5.12) wo(Zs) =gw+1)+ D pi(Zs)
GeE-1(0)
Como antes, podemos probar que ug(Z) = po(Zs) y p,;(Z) =
p5(Z5). De este modo, hemos probado el siguiente:
TEOREMA 2. Sea Z un campo vectorial holomorfo con singula-

ridad aislada en 0 € C*, tal que 7 tiene singularidades aisladas. Si
0 € C* es una singularidad dicritica y mo(Z) = v, entonces

po(Z) =g+ + Y. pel(2),
geE~1(0)



donde g(v) = v* — v — .~y — 1.

Observacién. No es dificil probar que la férmula (3.22) es igual a
la férmula del Teorema 2. En efecto,

n
9(V+1)=Z(>———V" .
pard k) n+1-k

Ahora, probamos el teorema de desingularizacién para el caso n-
dimensional

TEOREMA A. Sea p € M™ una singularidad absolutamente ais-
lada de Fz. Denotemos p = py, M™ = M, Fz = Fo y BE1 = E.
Entonces eziste una sucesién finita de blowing up’s

Mz Epmp BB My,
que satisface las siguientes propiedades:
(1) El centro de cada E; es un punto p;—; € Sing (F;—1), donde
F; denota el transformado estricto de la foliacion Fj_. por

(2) Siq € Sing (Fn) entonces q es una singularidad irreducible.

Demostracién. Suponga que m,(Z) = v > 2. Desde que p es una
S.A.A. de Fz, de (3.4) y el Teorema 2, tenemos que:

up(Z)=g(0)+ Y ps(2)
PEE~1(p)
en donde g(o) = o™ — 0" ! —... —0—1,con o = v sipes una
singularidad no dicritica de Z y o = v + 1, en caso contrario. No es
dificil ver que la funcién g es decreciente para todo o > 2.

En cualquier caso (dicritico o no), obtenemos que v > 1 implica
que po(Z) < pp(Z), Yq € E71(0). Desde que pp(Z) > mp(Z), Vp;
después de un nimero finito de blowing-up’s Ey = E, Es,...,En
centrados en puntos singulares, obtenemos solamente puntos con mul-
tiplicidad algebraica < 1.

Definimos ¢ = Ey o Ey_; o --- o E, se sigue que ¢ : M} —

" es un mapeo holomorfo propio y el pull-back ¢* (-7: o Mn,{p}) se

extiende a una foliacién singular Fy sobre M7}, con conjunto singular
de codimensién n.



Por lo tanto, si ¢ € Sing(Fn) entonces mqy (Fn) = 1. De esta
manera, el Teorema A es una consecuencia del siguiente:

LEMA 2. Sea p € M", (n > 3) un punto singuler de Fz tal que
mp(Z) =1 y p no es irreducible. Entonces p no es una S.A.A.

Prueba del Lema 2.

Sea z = (z1,...,2,) coordenadas locales de una vecindad de p
en M" tal que p = (0,...,0) € C*. En estas coordena.das, Fz es

- generado por el campo vectorial holomorfo Z = ZZ aa donde
i=1
Z Zz y Zz son polmormos homogéneos de grado k. Desde que
k>y
p no es un punto regular 1rredumble, DZ(0) tiene forma candnica de
Jordan:

010 0 O
0 0 €2 0 ]
(5.13) Dz(©) = | : i : .
00 0 0 ep
00 0 0 0

donde ¢; € {0,1}, Vj =1,...,n — 1. Se sigue que:

Z(z) = (zQ +sz(z)) — + (e,zﬂ.l +3 Zi(z ) a‘l +

k>2 k>2

(5

En la carta del blowing-up y; = 21, 4; = ? (2 < i < n), tenemos
1

que el transformado estricto fz, es generado por Z = Z

i=1

donde:



Zily) = ny+ Y ZH@)F

k>2
Zily) = €Yit1—Youi+ Z [AL(9) — yidi@)] ¥F 1t 2<i<n—-1
k>2
Zoly) = —yoyn+ O [Z0(0) — vaZk(®)] v
k>2

con § = (1,y2,...,Yn). Por lo tanto

5 = 9 9
Z(0,y2y...,Yn) = ; (€iY%i+1 — Yousi) By Yobn 5~

Ahora, consideremos dos caso:

Caso 1: Existe ip € {2,...,n — 1} tal que ¢;, = 0. En este caso:

o= 5 e -390 —ie 2 —
,y2, PP ,yn = £ z¢zo 1.y‘l+1 y2y1 ayl y2yzo ayzo y2yn ayn

Es facil ver que Z(0,...,0,%i+1,0,...,0) = 0, Vyio11 € C, por lo
tanto Sing (.7:' 7 ] es un conjunto infinito y se sigue que p no es una
S.AA.

Caso 2: €3 = -+ = €,—1 = 1. En este caso, no es dificil ver que
0 e C'enlacartay; = 21, ¥i = j—: (2 € i £ n), es la tinica

singularidad de Fz, mds atn:

0O 00 ...00

aa 01 .00

(5.14) DZ(0) = Dol Do
a, 0 0 00

donde a; = Z(1,0,...,0),2<i<n.



El polinomio caracteristico de DZ(0) es A(t) = ¢". Con el fin de
obtener la forma candnica de Jordan de la matriz DZ(0), debemos
calcular el polinomio minimal m(t) de DZ(0). Observe que:

~ 5 0 e
5.15 M = DZ(0) =
(5.15) o=(? o)
en donde 0 € C'*! % C, © = [0---0] € Cx(»-1) ~ C*-1, Pt =
[z ay) € CX(-1) x €1 y R,_1(1) € C»~*(n=1) eg la matriz
triangular superior de orden 1, es decir:

010 ...00

001 ... 00

(5.16) Rua() = | i :: i
‘ 000 ... 01

000 ... 00O

(aqui C**™ denota al espacio de matrices de n filas y m columnas).
Denotaremos Ry—1(k) = [Rn-1(1)]¥, V& € Z+. Con estas notaciones,
no es dificil probar que:

~ 0 ©
5 = ( psb-1P Rt

Desde que R,_1(k) = 0siy sélosi k > n—1, tenemos que MF £ 0,
V1 <k <n-2. Observe que:

(5.17) ) Vke Z*

0 0 ... 0
a, 0 . 0
Mr-1 = 0 0 0
0 0 ... 0

por lo tanto, se presentan dos posibilidades:

i) Si an = 0 entonces M"~! = 0, se sigue que m(t) = t"~1. Luego
DZ(0) tiene como forma canénica de Jordan a la matriz (5.13) con
€2 =" =¢€n_2 =1y €,_1 = 0. Concluimos que 0 no es una S.A.A
de F Z.



ii) Si ap, # 0 entonces afirmamos que existe un cambio lineal de
coordenadas ¢ tal que ¢*Z satisface las condiciones del casoi 2-(i).
En efecto, definimos las transformaciones lineales ¢ =

(@150 s0) : C* — C* y ¥ = (¥1,...,%p) : C* — C*, donde:

1 oy
p1(z) = —Tns p2(z) = 21 ¥ @ilE) = Timg — ——

n n
y

Tn (3335"7’)

V1Y) = y2, ¥i(y) = aiy1 + 411 2 <i <n—1) y ¥uly) = o
Es claro que ¢ = ¢~!. Ahora, definimos X = <p*Z =9Zop. Si
n

denotamos X = Z Bi—(?-—, entonces By = Z3 o @, B; = a;Z; o p+
=1 6331:
Z,-+1~o 0 ((2<i<n-—1)y By = anZ o¢. Desde que DX(0) =

¥DZ(0)p; un facil cdlculo prueba que DX (0) = R,(1), més aln, en
la carta u; = z1, u; = -w—’ (2 < i < n); tenemos que:
1

0 0 0 ... 00
B2 01 ... 00
(5.18) DX@©)=| : : : Dot
ﬂn_l 0 0 see 0 1
Bn 00 ... 0O

donde B; = Bi(1,0,...,0), 2 < i < n. Note que:

B, 827,
= n — n ——
Bn = B3(1,0,...,0) 522 an o2

Por lo tanto 0 no es una S.A.A. de X = ¢*Z. Esto finaliza la prueba
del Lema 2. O

©,...,0) = (0,...,0) =0.



