4. EL. TEOREMA DE DESINGULARIZACION PARA
CAMPOS VECTORIALES HOLOMORFOS
3-DIMENSIONALES CON SINGULARIDADES
ABSOLUTAMENTE AISLADAS

Sea M? una variedad compleja 3-dimensional y Fz una foliacién
holomorfa, por curvas, de M3 generada por el campo vectorial

ZZ _{:3_ Recordemos que un punto p € Sing(Fz) es lla-

0z;
mado zrmduczble, si my(Z) = 1y la parte lineal de Z en p tiene al
menos un autovalor no nulo.
El problema de desingularizacién para una singularidad (dicritica
o no) de p € M? de Fz, consiste en probar la existencia de una
funcién holomorfa propia, ¢ : M* = M3 de una variedad compleja
3-dimensional M* que cumple las siguientes condiciones:
n
(1) ¢~ Xp) = U D; es unién de subvariedades complejas com-
i=1
pactas de codimensién uno y con cruzamientos normales.
(2) La foliacién pull-back ¢* (Fzl,m_y,, ) se extiende a una fo-

liacién de M* con conjunto singular de codimensién > 2 y
tal que todos sus puntos singulares son irreducibles.

En esta seccién, probaremos el siguiente resultado de desingulari-
zacion:
TEOREMA A. (Caso 3-dimensional). Sea p € M3 una singu-
laridad absolutamente aislada de Fz. Denotemos p = py, M3 = M3,

Fz = Fo y Ey = E. Entonces eziste una sucesién finita de blowing
up’s

E 3 E E 3
M3 ML EE M
que satisface las siguientes propiedades:

(1) El centro de cada E; es un punto p;—, € Sing (Fi1), donde
F; denota el transformado estricto de la foliacidn F;_1 por
E; (1<4,j<N).

(2) Siq € Sing(Fy) entonces q es una singularidad irreducible.



Demostracién. Sea my(Z) = v > 2. Desde que p es una S.A.A. de
Fz,de (3.1) y el Teorema 1, tenemos que

B —1?—v~14+4 Y p(2), sip es no dicritico.
g€E~(p)
pp(Z) = - :
B+a?2-2+ Y p(2), si p es dicritico.
g€E~1(p)

En cualquier caso (dicritico o no) se tiene que

(4.1) v>1=uy(2) < up(2), Vg € E(p)

Desde que v < p,(Z), Vp, afirmamos que después de un nimero
finito de blowing-up’s By = E, E,,...,En con centro en puntos
singulares, se obtiene solamente puntos con multiplicidad algebraica
< 1. En efecto, caso contrario, en cada blowing-up existirfa por lo
menos un punto en el divisor cuya multiplicidad algebraica es > 2, es
decir, dado k € N, 3p, € E~!(p;_;) tal que my(Z*)) > 2, en donde
ZW = Z y z®W) = Z(k=1)_ De (4.1) se sigue que

o, (Z(l)) < up(Z), pip, (Z(z)) < pip, (Z(l)) -

ostip, (29) <, , (2¢79),... VEkeN

lo cual implica que

pp(Z) > pp, (Z“)) > .. (Z(k)) >...>1

lo cual es, evidentemente, una contradiccién. Esto prueba la afir-
macion.
Definimos ¢ = Ey o Exy_10... 0 E, se sigue que ¢ : M3, = M3

es una funcién holomorfa propia y el pull-back ¢* (]’o} se

M3 —{p}
extiende a una foliacién singular F sobre M3, con conjunto singular
de codimensién 3. ‘

Por lo tanto, si ¢ € Sing (Fy) entonces my (Fy) = 1. Por la
forma canénica de Jordan, ¢ no es una singularidad reducida si la
parte lineal del campo vectorial holomorfo que genera Fy es de la
forma



010 010
00090 6 0 01
0 06O 0060

El Teorema A es una consecuencia del siguiente:

LEMA 1. Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad
aislada en 0 € C3, tal que mo(Z) = 1. Si DZ(0) es de la forma

010 0
a)(ooo) ; b)(o )
000 0

entonces 0 no es una S.A.A.
Prueba del Lema 1.

a) En este caso, el campo vectorial es de la forma

QDO
S e O

Z(m,y,z) = (y—i—ZAk(a:,y,z)) %"‘" (ZBk(mayvz)) Bi::;

k>2 k>2

0
+ (Z Ck($,y, z)) _a‘;
k>2

En la carta del blowing-up ¢t = g, s = -2, un simple calculo muestra

que el transformado estricto F7 es generado por:

Z(z,t,s) = z(t+ A%z, t,9)) -C%— + (-—t2 + zB*(z,t,5)) g—t

+ (—ts + C*(z,t,5)) %

Por lo tanto, es ficil ver que cualquier punto de la forma (0,0, s), con
s € C es un punto singular de Fz. Se sigue que Sing (]:'z) tiene
infinitos elementos y, por lo tanto, 0 no es una S.A.A. de Fz.

b) En este caso, tenemos que



Z@,0,%) = (wZAk(m,y,z)) o (wZBk(x,y,z)) "

k>2 k>2
0
+ | Cilz,y,2) 5
k>2
Es facil ver que el (0,0,0) en la carta ¢t = %,s = % es la tnica
z

singularidad de Fz, més ain, un simple célculo nos muestra que Fz
es generado por

~ = 0 . 0 ~ 0
donde

A(z,t,s) = xt+ 3 Ap(1,t,5)zF

k>2
B(z,t,s) = s—t2+ ¥ [Be(1,t,5) — tAx(1,t,8)] 2"
k>2
C(z,t,s) = —ts+ Y. [Ck(1,t,8) — sAk(1,1,5)] zk-1
k>2

No es dificil ver que

N 0 00
DZ(0)=| a 0 1
g 00

donde o = By(1,0,0) y 8 = C»(1,0,0). Se sigue que (0,0,0) es
también un punto singular no reducido de Fz. Distinguimos dos
Ccasos:

t !

CASO 1: 6=0. Enlacartat = 8= —;—, el transformado estricto

de Fz es generado por:

20,1, 5) = @+ )55 + V(2,5

donde Y es un campo vectorial holomorfo. Por lo tanto, cualquier
punto de la forma (0,#,—a) con # € C es un punto no singular de



Fy F , se sigue que Sing (.‘F (2 }) es un conjunto infinito y, por lo tanto,
(0,0,0) no es una S.A.A. de Fz.
CASO 2: 8 # 0. Afirmo que existe un cambio de coordenadas lineal L

tal que L*Z satisface las condiciones del caso 1. En efecto, definimos
las transformaciones lineales L, T : C* — C® como L(z,29,23) =
(é—z3,zl,zg - %23) y T(w1, wy, w3) = (we, aw; +ws, fwr). Es claro
que T = L~ L. Defino

X=L'2=TZoL= A*S—q- +B*é% +C*6z3
donde A* = BoL, B* =aAqoL+CoL y C* = BAoL. Observe que:

i 010
DX(0)=T-DZ(0)-L={ 0 0 1
000

y C3(1,0,0) = 0. Por lo tanto, 0 no es una S.A.A. de X y de este
modo, el Lema estd probado. ]



