2. CARACTERIZACION DE LAS FOLIACIONES EN D" Y
Dg

Sea M™ una variedad analitica compleja de dimensién n y conside-
remos en ella una foliacién analitica singular por curvas Fz. Suponga
que p € M™ es una singularidad aislada de Fz. Sea z = (z1,...,2,)
un sistema de coordenadas de una vecindad de p en M" tal que
p = (0,...,0) € C*. En estas coordenadas, Fz es generado por el

9z

v € Z%), entonces las componentes Z; de Z tienen desarrollo de
Taylor en 0 € C*:

n
campo vectorial holomorfo Z = ZZ*’%' Si me(Z) = v, (donde
i=1

(2.1) Z;i=Y 2, 1<i<n
k>v
donde cada Z} son polinomios homogéneos de grado k.

En esta seccién, probamos que la condicién de que Fz tiene una
singularidad dicritica en p, puede ser caracterizada en términos de
los polinomios Z (1 < i < n), es decir, de J¥, el jet de orden v de Z
en el origen. Mds especificamente, tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 1. Usando las notaciones anteriores, las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(1) 7z € D, )
(2) 22, — 22}, =0, V1<i<ji<n.
(3) 3 P,-1 polinomio homogéneo de grado v — 1 tal que

Zi =P, ;,V1<i<n.

1

(4) J§(Z) = P,_1R, donde R = f:zi—a—aj es el campo vectorial
radial. =
Demostracién. 1.) = 2.) Para cada j = 1,...,n denotemos
Uj={(21,---,2) € C" : 2 # 0} y U; = B [U]],

donde FE es el blowing-up centrado en 0 € C*. En f/} introducimos
las coordenadas (y1,...,Yn), en la cual E se expresa como:



(2.2) E(y1,--syn) = (21,- -+, 2n);

donde z; = y;y; si i # j y z; = y;. Denotemos

23  EO)NT={(,...v) €T;:y=0}

En esta carta, el pull-back de Z por E es generado por:

n
(2.4) E*Z = A, oE + 3 <Z°E viZj °E)é%
1

i=1,i%j Ys

De (2.1):

ZioE(y) =Y yFZi()
k2w

dondey = (yl,n-,yn) y@= (yla"" j—lalvyj-l-l”"ayn)‘
Por (2.4):

(25) E*Z(y) = (z k7 ) +
.?

k>v
- d
+ Z (Z ysz( )]) ’8_?;'
i=1l,i#j \k>v ¢

Procediendo por contradiccién, supongamos que 2.)

(Hipdtesis Auxiliar), entonces existe ¢ # j, 1 < i < n tal que

Zi()) — v Z0(9) # 0, entonces E*Z es divisible por y}’"l
E*Z

Z = ——, claramente Fz es la foliacién generada por Z en una

J 5
vecindad de E~}{0) N U;. De (2.5) tenemos que:

@020 =1 + Y (76) - wZ0) - + 3T )

T i=la#j



donde Y es un campo vectorial holomorfo. De (2.6) deducimos que

E~1(0) es invariante por Fz, lo cual es una contradiccién, puesto que
Fz € D"

2.) = 3.) Consideremos Z(z,...,2,) = Zayﬁk(zz, o 2n) 2R,
donde los af,__k (1 <% < n) son polinomios homogeneos de grado
v — k en las variables 2, ...,2,. De la hipétesis, tenemos:
v v
S i 1,k J k41
0 = 2Z,-227)= Zay_kzsz Z“wk%‘
k=0 k=0

14
= als. | | k _ v+l
= a,,z,+§ (al,_kz] au_kﬂ) aoz1
k=1

donde 1 < j < n. Por lo tanto:

a,1,=0

J

@y = %0 pok-1p 0Sk<SY~-1
a) =0

luego
v v—1
1 1 Lk 1 k
Z, = Z%-—k% =2 Z Oy—g—1%1
k=1 k=0

v—1
2i=% ai_ ok _za,,_k it =2, (Za,, . 121) l<i<n
k=0

v—1
Por lo tanto P, = Za},mk_l(zz, .., 2)2F es el polinomio ho-
k=0
mogéneo de grado v — 1 buscado.

3.)=4)
=~ 9
JO Z) ZZI Zzt 1 —_:’_—-Py—lz:lei"a';i-
4)=1.) Por hlpote31s y (2.5), tenemos:



Yi iztisi
+y Y (y).

Luego E*Z es divisible por y; ¥y F7 es la foliacién generada por
5 _ E*Z
Z = , donde:

v

26) = Prali) - +

y - v-1 y ay]
n . _ 9 .
(2.7) + 20 () ~ ) 5+ u¥ W)
i=1,i#] !

en donde Y es un campo vectorial holomorfo. De (2.3) deducimos
que:

0

E- 1(0)nU Fy- 8y3 +z 12;;&_7( u+1 yzZy+1(y)) W

(2.8) Z|

Esto implica que E~!(0) no es invariante por la foliacién Fzy
luego Fz € D™. 0

Consideremos una foliacién Fz € D™. De (2.8) observamos que los
puntos de Sing (.7:'2) NE~'(0) en la carta U;, (7 fijo, 1 < j < n) son
las soluciones del sistema,

{PV 1() 0 _
Zy1(9) —viZ) 1 (§) =0, 1<i<n,i#j

Concluimos que Sing (.7:‘2) N E~1(0) es el conjunto de los pun-

tos [21;...;2,] € CP(n — 1) los cuales son soluciones del siguiente
(n—1)n
2

ag) | Py =0

U-H( ) ZiZz+1(z) =0, 1Si<] <n

+ 1 sistema de ecuaciones homogéneas:



COROLARIO. Con las notaciones anteriores, tenemos que:

Fz € Dy <= z=0¢€ C" es la tnica solucion del sistema (2.9).

Para cada Fz € D definimos:

(210) S = {lz1;...;2) €CP(n=1): P,_1(21,...,2,) = 0}

Luego S es una hipersuperficie algebraica en CP(n — 1) la cual
tiene la siguiente propiedad: Sea p € E~1(0) y L la hoja de Fy
que pasa por p. Claramente L es no singular y si p ¢ S entonces
L es transversal al espacio proyectivo E~1(0). Llamaremos a S la
hipersuperficie de tangencia de la foliacién Fz._

En la seccién 7, asociaremos a cada hoja de Fz que pasa por p € S
un “orden de tangencia” con el espacio proyectivo CP(n — 1).



