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10. EL TEOREMA DE DISINGULARIZACION PARA
FOLIACIONES DE D§ CON MULTIPLICIDAD
ALGEBRAICA DOS

Sea Fz € Dj tal que mo(Fz) = 2. Podemos suponer, sin
pérdida ade generalidad, que Fz es generado por el campo vectorial
0 0
Z=A—+ donde:
om TP o T Oy donde
A(z1,29,23) = 2123 + Y, Ag(21, 22, 23)
k>3
B(z1,22,23) = #2723 + > Bi(z1,22,23)
(10.1) 5

Cl21,22,23) = 23 + 3 Ck(21,22,23)
k>3

En este caso, la curva de tangencia S y la curva S* estdn definidas
por:

(10.2) S = {[z1; 29; 23] € CP(2) : 23 = 0}
y

(10.3)  S* = {[z1; 22; z3) € CP(2) : C3(z1, 2, 23) = 0}

De la Proposicién 6, tenemos que S y S* no tienen componentes
comunes, por lo tanto S N S* tiene a lo mds 3 puntos y podemos
suponer que ellos estdn en la carta z; # 0 de CP(2).
~ Con el objetivo de hacer mds entendible la exposicién, primera-
mente asumiremos que SN.S* tiene 3 puntos, por lo tanto Cs(z1, 22, 23)
tiene la siguiente expresién:

(10.4) Cs(21,22,23) = k(22 — y121)(22 — y221)(22 — y321) + 23[...]

donde y1,y2,y3 € Cy y1 # ¥2 # ys.

En la carta U; de C® donde z = 21, Y= — y z = =, el transfor-
: 21 21
mado estricto Fz es generado por:

' ‘ 5 0 0 g
10. = A= g
(10.5) Z = Aa +B6 +Caz
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donde

Az, y,2) =2+ 3 2 24,(1,y,2)
k>3

(106) B(z’ Y, Z) = kz>:3 xk_a[Bk(layv z) - yAk(la Y, z)]
é(waya z) = I§3 wk_s[Ck(]wya Z) - zAk(17y7 z)]

Para fy = (0,y0,0) € S, consideramos Ly la hoja de Fz que pasa
por fy. Sabemos que Ly es localmente parametrizada por a5, (T) =
(61(T), @2(T), a3(T)), con T € D(0), la cual satisface la siguiente
condicién:

&%O(T) = Z(&ﬁo(T))
C‘-250(0) = (OsyOaO)

De (10.4) tenemos que SNS* = {f1, P2, P3}, donde p; = (0,y;,0),
Jj =1,2,3. sabemos que:

o € S — 8" = iy, (E-I(O),Eo) =2

fio € SN S* =» iy, ( ~1(0), ﬁo) >9
Mis atin, no es dificil ver que tenemos los dos tipos siguientes de
parametrizaciones de Lg (compare con (8.7)):

(1) Si yo ¢ ~{yl, Y2, Y3} entonces Gy (T) =
(T?¢,(T), &2 (T), T¢3(T)), donde &, G2 y €3 son funciones
analiticas tales que £;(0) = M, £3(0) = Cs(1,0,0)
y @2(0) = yo. ) 3

(2) Si Yo f Y5 ent9nces &ﬁj (T) = (T3§I(T)’&2(T)aT2§3(T))a
donde &3, &2 y &3 son funciones analiticas tales que &;(0) =

52 (1,35, 0050), &(0) = 352 (0,5, 05 0), G2(0) = o

y @5(0) # 0.
El blowing-up a lo largo del eje Y consiste en reemplazar cada
punto (0,y,0) del eje Y por una recta proyectiva CP(1). Mé4s es-
pecificamente, sea C? el espacio 3-dimensional con coordenadas z;, 2
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y 23, y sea V C C® el lugar geométrico {22 = 23 = 0}. Con-
sideremos [I2;13] las coordenadas homogéneas sobre CP(1), y sea
((C3)(0) C C x CP(1) la variedad analitica definida por la relacién:

(@)(0) = {(21, 22, 23, [l2; I3]) : 223 = 2305}

La proyeccién F, ((}3)(0) — C®, definida por
Foy (21,22, 23,[l2;13]) = (21,20,23), es claramente un isomorfismo
de V tal que la imagen inversa del punto z € V es un espa-
cio proyectivo CP(1). La variedad (C3)® junto con el mapeo
Fy: (C3)(0) —s C3, es llamado el Blowing-up de C® a lo largo de V;
la imagen inversa D = F;'[V] es llamada el divisor ezcepcional
del blowing-up. Introducimos coordenadas complejas en (C3)(0)

como sigue: sea U 3(0) el subconjunto abierto de (C3)(0)‘ definido por:

U;O) = {(21, 22,23, [l2;13]) : I; #0} (j =2,3)

y consideremos los homeomorfismos <p§°) : U2(0) — CxC xC,
<ng) : Uéo) — C x C x C* definidos por:

4
‘Pgo) (21,22, 23, [l2;13]) = <31,32, i) ‘

V4
w.f(iO) (zla 22423, [521 13]) = (zla Z_Z_, 23)

Entonces (U}o),cpgo)), Jj = 2,3 son las cartas de ((CG)(O).
Observe que <p§0) y wgo) estdn relacionadas por la ecuacién

: -1
@ (wéo)) (¥1,92,¥3) = (1,93, y2y3). Para més informacién so-
bre los Blowing-up a lo largo de una subvariedad, el lector puede
consultar [8] y [16].

En el caso particular que V es el eje Y, introducimos coordenadas
complejas (z,y,t) y (u,y,2) con ut = 1, luego la proyeccién Fy es
dada por Fo(z,y,t) = (z,y,tz) y Fo(u,y,2) = (uz,y, 2).

Levantemos ahora la foliacién F7 a (C3)(O) y obtenemos la foliacién

F él), la cual es generada por el campo vectorial holomorfo Z(!). Es
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facil ver que en las cartas (z,y,t) y (u,9,2), el campo Z(1) tiene la

siguiente expresién:

~ 0 o 0
10.7 1 - AWM 4L g0 A1) 9
(10.7) Z A 5 +B ay+(: o

donde:

‘3(1) (’U., Y, z) =z-= E uk—2zk—3[Ck(1’ Y, Z) - 2zAk(1aya z)]
k>3
(108) B(l)(ua Y, z) = k§3 uk-—32k—2[Bk(1, Y, z) - yAk(lv Y, z)]
é(l)(ua Y, z) = i uk_3zk_2[ck(laya Z) - ZAk(]-’y’ z)]
k>3

y
~ sy @ = 0 &y O
10.9 1) = A0 2 = (1) =
(10.9) z AV +B ay+C 5
donde:
AD(z,y,t) = zt2+ Y zF12534,(1,y, zt)
k>3
B (z,y,t) = ¥ 2¥2[Bx(l,y,xt) — yAi(l,y,1t)
(10.10)| _ ) lczz:a [ ) ( ]
CO(z,y,t) = -—axt’+
+ Z (L‘k_3[Ck(1,y, .'Et) - 2$tAk(1, Y, (Bt)]
k>3
Por lo tanto Z()(u,y,0) = —uC’s(l,y,O)—a% y ZM(0,y,t) =

Cs(1,y, 0)—6— Concluimos que el conjunto singular C(¥) de la fo-

liacién .7-'(1), generado por el campo vectorial holomorfo Z(), estd
contenido en el divisor D(® y tiene cuatro componentes irreducibles
C(O), .. ,C§0) las cuales estdn definidas por:

e = {(0,y,0): ye C}

¢ = {(1,9;,0) : 1 € CP(1)},
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donde y; es una raiz del polinomio C3(1,y,0), (1 <j <3).
Mis atin, D® es invariante por F. él) y si

Lefy)

D(O)—Ss‘ng(i‘g))
entonces L ~ CP(1).

Observe que la hoja Lg € Fz que pasa por pg = (0, y0,0) € S puede
ser levantada por Fj a L(l) € F, F) 1a cual estd en la carta (u,y,t) y
su clausura cl (L( )) es parametrizada por a(l) (T) = Fy ! (65,(T)).
De las parametrizaciones (1.) y (2.), tenemos que:

(10.11) go ¢ {31, 92, ys} = &)(T) = ( Z,g; &2(T),T53(T)>
y
(10.12) yo = 5 ( = 1,2,3) = &) (T) = ( ZE § 2(T),T2£3(T)>

Por lo tanto, existen tres hojas Eﬁ‘), Lg_,l), Lgl) € .7:';1) tales que
c (I:gl)) son tangentes al divisor D y las demss son transversales
a DO,

Consideremos la carta (u,y,z) de (Ca)(O) y hagamos un nuevo
blowing-up ((Ca)(l) ,Fl) a lo largo del eje Y. Introducimos coorde-
nadas complejas (u,y,t1) y (1,9, 2) en (Ca)(l) tales que la proyeccién
sea expresada por Fl (u, Y, tl) = (u, Y, utl) = (u7 Y, z) y Fl (ulvya Z) =
(w12,9,2) = (4,9, 2). Denotaremos D) = F; "} eje Y.

De (10.7) y (10.8), un facil célculo muestra que:

(1013)  ZP@yt) = Ff (20) @y n)

<oy O = o\ O =iy O
= A@Z 2) 2 (2) 2

A 5 + B By +C o,
donde:
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AP (u,y,01) = utr = Y S I(Ck(1, 9, utr) — 2utr Ak(1,y, uty)]

k>3
B(Z) (uv Y, tl) = Z u2k_5tilc—2[Bk(la Y, Utl) - yAk(la Y, U'tl )]
k>3
0(2) (U, Y, tl) = —t% + Z u2k—6t11;_2[20k(1’ Y, Utl) - 3Ut1Ak(1a Y, Utl )]
k>3

y

(10.14)  Z@(uy,y,2) = F¥ (Z“)) (u1,9,2)
o9 gm0  a@9
Ul 3y 0z

donde:

AP (u1,y,2) =1 =Y w22 0[2C, (1, , 2) — 324x(1,y, 2)]

k>3

B(Z) (ulv Y, Z) = Z ullc—3z2k—5[Bk(1’ Yy z) - yAk(17 Y, z)]
k>3

EO(u,y,2) = 3 w3250y (1,9, 2) — 24x(1, 9, 2)]
k>3

Por lo tanto

~ 0
Z(z)((), y,tl) = -—tl[tl - C3(lay1 0)]5}:

- 3}
Z(z)(uhyao) = [1 - 2“103(1ay1 0)]6_’“]_

Concluimos que el conjunto singular de la foliacién F. g) generada
por el campo vectorial Z(2), est4 contenido en el divisor D u D)
y ]:'éz) tiene dos componentes irreducibles Cél) y C§1), tales que

RY16))
en la carta (u,y,%;) son expresadas como:

M = {(0,y,0) : y € C}



85

¢ = {(0,4,2C5(1,9,0)) : y € C}.
Mss atin, D(® U D() es invariante por la foliacién F gz) ysile
F éz) entonces L ~ CP(1).
DOUD() _sing (#)
Note que las hojas L(l) € .’F(l) pueden ser levantadas por Fj a
L(2) € .7-'(22), las cuales estan en la carta (u,y,t;), y tales que cl(L(z))

es parametrizada por a;o)(T) Fil(a (1)(T)) De (10.11) y (10.12)
tenemos que:

2 fl(T) A ( )2
(10.15) wo & {y1, y2, ys} = & (T) = ( Gy @0 §I(T))

y

_ 2) gl(T) ~ 63( )
(10.16) Yo =y; = a; ( )= (T§3(T)’a2(T)’ §1(T)>
(] = 1,2,3)-

y de (10.15), (10.16), (1.) y (2.), tenemos:

~l()i)(T) - { (0,90,2C3(1,30,0)),  si po S»S:— 5
(0,95,0), sijp=p; €SNS
Se sigue que:
o cI(L{?) es transversal en fip a D U DW; V5, € S.
e A(L)N(DOUDD) = {(0,50,2C5(1,30,0)) } ¢ DN -DO.
o d(EP)n(DOUDW) = {(0,4;,0)} € DONDD, 1 < j < 3.
Por lo tanto, existen tres hojas ng), ng) y Lg) tales que su

clausura pasan por una esquina. Con el propésito de obtener todas las
separatrices transversales al divisor y ninguna separatriz pasando por

una esquina, hacemos un nuevo blowing-up ((@)(2) ,F2) a lo largo

del eje Y en la carta (u,y,t). Denotaremos por (u,y,t2) y (u2,y,t1)
a las coordenadas de este nuevo blowing-up. Luego Fy(u,y,t;) =
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(u,y1Ut2) = (u’y’tl) y F2(u2ay’t1) = (u2t13y’t1) = (ulay,tl)- De-
notaremos D) = F;1{ eje Y.

De (10.13), obtenemos:

Z®(u,y,t)) = F3(Z9)(u,y,t2)
(10.17) _ Ai®9 L 59 L@ 0
a'u, 3y 6t2

donde:

A(3) (U,y,t2) = U2t2 -

- Z u3k—8t126—3[ck(1, Y, u2t2) - 2u2t2Ak(1’ Y, u2t2)]
k>3

B(s)(uayat2 Zuak 7tk 2 Bk 'Yy U 2t2) —yAk(l y,u t2)]
k>3

CO(u,y,t3) = v—2ut? +
+ 3 w0 23Ck(1,y, uPta) — Sulta Ar(L,y, u'ts)]

k>3
y
7®(ug,y,t1) = F5(Z29)(ug,u,11)
(10.18) = A9 L g@m9 e 0
Oua 6y oty
donde:

A®) (ug, y, t1) =2ust; —

=3 w30 3Ck(1,y, uat)) — Sut] Ak(L,y, uat])]
k>3

B(.’S) (u27 Y, tl) = Z ugk_st?k—7[Bk(17 Y, ’U,2t¥) - yAk(]-, Y, UZt%)]
k>3
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é(3) ('U'Z’ Y, tl) = _t% +

+ 3 udt-S3 81204 (1, y, ust?) — Buati Ak (1, y, ustd)]
k>3

Por lo tanto

5 0
Z(a) (Oa Y, t2) = 3t203(1’ Y, 0)-6—{;

0
Ouy’

Concluimos que el conjunto singular de la foliacién f-'és) generado
por el campo vectorial Z(3), est4 contenido en el divisor D U DMy

2(3)(u2,y, 0) = "‘3'“203( ' Ys )

D@y .7:';3)| tiene cinco componentes irreducibles C(()s), e ,Cﬁa),
(2)
donde: °
C(()‘” = ¢jeY en la carta (ug,y,1;)
¢ = {(0,y5)): 1€CP(1)}
0(3) = eje Y en la carta (u,y,t2)

Miés atn, D U DM U D@ es invariante por la foliacién fg’) y
si L € .7:';3) con D = D@ y DM y DA, por lo tanto
D-s.'ng(ﬁ(zl))
~ CP(1).
Observe que las hojas L( ) € Fy F2) pueden ser levantadas por

F, a L(a) € f'g’), y de (10 16), cl(L(z)) en la carta (u,y,t2), es
parametnzado por:

-
o =5 el ) = (v 0w, )

y de (2.) tenemos que:
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Por lo tanto, cl(f,§-3) ) es transversal a la componente D® del di-
visor y no pasa por una esquina.

Finalmente, cuando SN S§* = {1, f2} (resp. SN S* = {})
es facil ver que los métodos empleados anteriormente, pueden ser
aplicados a este caso, haciendo un blowing-up adicional a lo largo del
eje Y (resp. haciendo dos blowing-up adicionales a lo largo del eje
Y) con la finalidad de obtener todas las separatrices transversales al
divisor DO y ...y D®) (resp. DO y... U D@) y tal que ninguna
separatriz pase por una esquina. De esta manera, hemos demostrado
el siguiente:

TEOREMA D. Sea ¥z € Dg tal que myg (.7-"2) = 2. Entonces existe
una desingularizacién para Fyz.



