EVALUACION DE LA TECNICA
DESARROLLADA MEDIANTE UN EJEMPLO
DE APLICACION

Como aplicacién de la metodologfa usaremos muestras de dos po-
blaciones de billetes, billetes de Francos Suizos verdaderos y bille-
tes de Francos Suizos falsos, ya utilizados en otros andlisis efec-
tuados por Flury y Riedwiel (1983). Las muestras de cada pobla-
cién son de tamafio 100 cada una.

En la siguiente seccién se presenta una breve descripcién de
los datos usados para ilustrar la metodologia.

Cabe sefialar que por la envergadura del problema, 100 obser-
vaciones, de dimensi6n seis cada una de las dos poblaciones, y
dado que a la fecha no se dispone en nuestro medio de un paque-
te estadistico para resolver un problema de esta naturaleza, se hizo
necesario desarrollar un programa computarizado en Lenguaje
Fortran.

Descripcion de los datos

Se cuenta con las medidas de 6 variables en 200 billetes de banco,
100 de los cuales son verdaderos (proceden de la poblacién uno)
y los otros 100 son falsos (proceden de la poblacién dos).

Las variables medidas fueron :

X1 : longitud de los billetes
X2 : Ancho del lado izquierdo de los billetes.



X3 : Ancho del lado derecho de los billetes.

X4 : Ancho del margen inferior de los billetes.

X5 : Ancho del margen superior de los billetes.

X6 : Longitud de la diagonal medida desde el canto inferior
izquierdo hasta el canto superior derecho.

donde:
X0 = (X, XD s XP)
g=12 n, = n, = 100 i=12 .

es el vector que contiene las medidas de las seis variables del i-
esimo billete en el g-esimo grupo, resultando las matrices de datos
muestrales.

Descripcién del algoritmo usado en el programa

Para mayor claridad hacemos una descripcién resumida de la
subrutina FO2AF que se usa dentro del programa computarizado
para describir la técnica planteada y que nos permite calcular to-
dos los autovalores y autovectores de la expresién
(B'EA ~ kI ﬁ:‘ =0 donde A y B son matrices simétricas definidas
positivas, usando la reduccién de Householder y el algoritmo Q1
seguin Wilkinson, J. y Reinsch, C (1971).

Dado que en general la matriz B7'A no es simétrica, el pro-
blema se reduce primero a la obtencién de autovalores y
autovectores de una matriz simétrica usando el metodo de descom-
posicién de Cholesky para descomponer la matriz B en matrices
triangulares B = LL donde L es triangular inferior.

Como  Af = ABb 31
Bl =1
AL"'LE = ABB

AL LB = AL'BE
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(L'AL™Y(LB) = A(L"'B)b = A(Lb)
(L' AL™Y(LB) = A(Lb)
PJ = M (312)

Entonces los autovalores de la expresién (3,1) son los de la ex-
presién (32)donde p — j-'gr™' vy d = Lb - Luego, se usa el mé-
todo de Householder para tridiagonalizar la matriz simétrica P y
obtener sus autovalores con el algoritmo QL.

Un autovector d de la matriz 51metr1ca P, esté relacionado con
el autovector b de la matriz original B~ mediante la relacién:

d=Lb (3,3)

Puesto que el autovector d se obtiene con el algoritmo OL nor-
malizado segun d d =1, entonces los autovectores del problema
original (B ) se obtienen resolviendo el sistema (3,3) donde J es
normalizado segin d Bd =1. Osea que el uso de la subrutina
FO2AEF permite calcular los autovalores y autovectores de la ma-
triz S]"S2 con A=S, y B=S, donde §! esla inversa de la
matriz de covarianzas de la muestra del grupo uno.

En lo que sigue, denotamos con 7,......7, los autovalores de
la matriz § I"S2 y con C 3esnesen C los autovectores asociados a
dichos autovalores.

Resultados obtenidos

Recordemos que nuestro problema es docimar la hipétesis de igual-
dad de las matrices de covarianzas de las dos poblaciones, es de-
cir, (HO 12, = 22) , para lo que necesitamos obtener los

autovalores de la matriz §;” lS2.

Consideramos las dos muestras donde los pardmetros
poblacionales son desconocidos, las medidas descriptivas que son
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las estimativas de fI,,f1,,2, Y 2,,obtenidas a partir de (Flury,
1983) son las siguientes.

Vector de medias de la muestra uno, billetes verdaderos:

[214.9690]
129.9430
129.7200

8.3050
10.1710
1415150 |

g0 -

Vector de medias de la muestra dos, billetes falsos:

[214.9690]
129.9430
129.7200

8.3050
10.1710
| 141.5150

O

Matriz de covarianzas de la muestra § 1

0.150372  0.058198 0.057495 0.057130 0.014246 0.005045
0.058198  0.132603  0.0855952  0.056648 0.048035  —0.044810
0.057485  0.085952 0.126420 0.058179 0.029673  -0.023472
0.057130  0.056648 0.058179 0413206 —0.260460  0.000628
0.014246  0.048035 0.029673 -0.260460 ~ 0.415009 -0.076023
0.005045 -0.044810 -0.023472 0.000628 -0.076023  0.200688
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Matriz de covarianzas de la muestra 82

[ 0124498 0031602 0.02045  -0.100596 ©.019448  0.011619
0031602  0.064790  0.046783 -0.024041 -0.011918 -0.004987
0024045  0.046783  0.088727 -0.018574 0000134  0.034221

~0,100596 -0.024041 -0.024041 1281313 -~0.490i92 0.238489
0019448 ~0.011918 0000134 -0.490192 0.404455 0022071

| 0011612 -0.004987 0.034221  0.238439 -0.022071 0.311162 |

Usando la subrutina FO2AEF, cuya descripcién fue hecha en
la seccién anterior, obtenemos los autovalores y autovectores de
la matriz §;'§, y que son los siguientes.

r, =0.283892 r, =0.545285

r, =0.906826 r, =1.052638 35)
r, =1.678315 1, =6.120406 _

Cﬁ C5 64 CS .CZ CI

[—0.390511 -1.340457 2.002322 ~L389171 -0.062965 0577541 ]
-1.194459 3372635 1.341897 1.030241 0109882  0.660427
-0361893 -2.581479 -1.650544 1910784 1334965 0426138
~0510676 —0.248453 -0.043215 -0.362239 -0.469081 -2.235451
-0.836594 0023098 ~0.746921 -1.320852 0.523342 -1.538391

| 0587390  0.626593  0.580347 0.154213 1934701 -1.059888]

- Regla de decisién

Como &, =1, =6.120406 >>> @&, =r, =0.283892 se recha-
za la hipétesis de igualdad de las matrices de covarianzas, es de-
cir que tenemos el caso de heteroscedastidad entre las matrices de

covarianzas de las poblaciones en concurso.
Es necesario sefialar que haciendo uso de la docima de

homocedasticidad cldsica (paquete estadistico Statgraph) se llega

75



también a rechazar la hipétesis de igualdad de matrices de
covarianzas como se puede comprobar en la hoja final del presen-
te capitulo.

Cabe recordar que en el andlisis clasico, a partir de la decisién
tomada, se estd violando un supuesto bésico para continuar con
futuros trabajos estadisticos tales como discriminacién lineal,
manova, etc., en tanto que, con la técnica presentada se puede con-
tinuar trabajando y por ejemplo obtener las Componentes Princi-
pales Generalizadas que no son otra cosa que la generalizacién
de las Componentes Principales en un grupo a Componentes Prin-
cipales a dos grupos simultdneamente.

También Flury (1983), usando una tabla de un estudio
de simulacién que ain no ha publicado, afirma que:
P(043<r,<1r <23 1)= 0.95, resultado que confirma la deci-
sién tomada.

Segtin la decisi6n tomada, parece razonable continuar con el
anélisis de los datos, por lo que pasamos a realizar la transforma-
cién de Componentes Principales Generalizadas y obtener un nue-
vo conjunto de variables que estén no correlacionadas en ambos
grupos simultdneamente. Para tal fin se definen las combinacio-
nes lineales usando los autovectores de la matriz S| lS2. Tales
combinaciones lineales son:

Y8 =0.9775X® +0.6604X ¥ +0.4261X ;¥

_22374X ~1.5384x® -1.0599x > >0

Y =0.629X ® +0.1098X3* +1.3349X ¥’
~0.4691X (¥ +0.5233X ¥ +1.9347X (¥’

Y® =-1.3891X® +1.0302X ¥’ +1.900781X;*’
~0.3622X (8 -1.3808X ¥ +0.1542X ¥’
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78 =2.0023X ' +1.3418X " ~1.6505X ¥
~0.0432X ¥ ~0.7469X & +0.5803Xx

Yi8 = ~1.3405% (% +3.3726X ¥ -2.5815x ¢
-0.2484X % +0.0231X " +0.6265X ¥’

Y8 =-0.3905X & ~1.1944X ¥ - 0.3619X (¥
~0.5107X (¥ -0.8366X ' +0.5874X

Tienen particular importancia las combinaciones lineales con
razones extremas de varianzas (diferentes de uno), es decir las de-
finidas usando los autovectores C, y Casociadas a ny Tgres
pectivamente. Usando:

i=L.. n, _
Yf&')
{g) . IEmax .
4 [}{{3(> } g=12 B7)
it nl — n2

Se obtienen las muestras de datos transformados para los bi-
Hletes falsos y verdaderos respectivamente.

También se observé en el grafico que para los datos transfor-
mados, el grupo de billetes verdaderos tienen forma circular con
varianza C,S,C, =1 mientras que el grupo de billetes falsos tie-
nen la mayor variabilidad en Y,y la mas pequefia en ¥, siendo
Jas combinaciones lineales que mas distinguen a las poblaciones
desde el punto de vista de cociente de varianzas.
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Grafico 1
Datos transformados de los Billetes de Banco
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Circulo: Grupo uno Billetes verdaderos
Cuadrado: Grupo dos Billetes falsos.

Programa usado

Anilisis de Componentes Principales Generalizados usando
los datos de Flury y Riedwiel (1983)

C CALCULA VECTORES DE MEDIAS, MATRICES DE
COVARIANZAS DE LOS DATOS MUESTRALES (MATRICES §,
Y S,)

C AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE LA MATRIZ
S,'S,

C COMBINACIONES LINEALES

C

C ARCHIVO FOR010.DAT CONTIENE LOS DATOS PARA EL
GRUPO MUESTRAL DE NOTAS VERDADERAS
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C ARCHIVO FOR050.DAT CONTIENE LOS DATOS PARA EL
GRUPO MUESTRAL DE NOTAS FALSAS

C

double precision somaX1,s0maX2,soma¥1,somaY2

double precision X1med,X2med,Y1lmed,Y2med,somaqX1,
somaqX2

double precision varX1,varX2,a br,v,autove

dimension X1(100,6),X1t(6,100),X2(100,6),X2t(6,100)

dimension somaX1(6),somaX2{6),X1med{6),X2med(6),11{100)

dimension Y1(100,2),Y2(100,2),Y1T(2,100),Y2T(2,100)

dimension somaY1(2),soma¥2(2),Y1med(2),Y2med(2)

dimension somaqX1{6,6) somaqX2(6,6)

dimension varX1(6,6),varX2(6,6),A(7,7),B(7,7) R(7),DL{(6)

dimension V(7.7),autove{,2)

C

C Lectura de las matrices de datos

<

do 1=1,100

read(10, ) (X1(I),T=16)

end do

dol=1,100

read{ 50, (X2 (AN .1=16)

end do

C

C Calculando las transpuestas de las matrices de datos

C

dol=1,100

Lin=1

doJ=1,6

X1t D=X1{D

X2t (D) =X2())

end do

end do

C

C  Calculando los vectores de medias
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C

Dol=16

SOMAXI (D=0

XIMED{} =0

SOMAX2( =0

X2MED(I)=0

end do

dol=16

Dol =1,100

SOMAXI{J) = SOMAX1 () + XIT(L]) * L1(H
SOMAXT) = SOMAX2 (D) + X2T{ * L1i(D)
ENDDO

XIMED(D) = SOMAXI(I) / {1.0*100)
ENDDO

C

C Calculando las matrices de covarianzas
C

C a)Inicializando las matrices

C

do i=1,6

do j=16

varX1{j) = 0.0

varX2{i,j) = 0.0

end do

end do

C

C b) Calculando las matrices de suma de cuadrados

C

Dol=16

Dol=16

SOMAQX1 (11} =00
SOMAQXZ (LD =00 -
end do

end do

dol=16

doj=16



DoK=1,100

SOMAQX1 (I]J) = SOMAQX1 (L)) + X1 t(LK) * X1 (K.J)

SOMAQX2 (1]) = SOMAQX2 (L)) + X2 t(LK) * X2 (K,])

END DO

SOMAQX1 (j,I) = SOMAQXI1 (L))

SOMAQX2 (J,I) = SOMAQX2 (1))

END DO

END DO

C ¢) Calculando las matrices de covarianzas

C

DOI=1,6

DOJ=1,6

VARKXI1 (I]) = (SOMAQX1 (L)) - 1.0 * 100 * XIMED(]) *
XIMED(])) / (1.0*99.0)

VARX2 (I,]) = (SOMAQX2 (1,]) - 1.0 * 100 * X2MED(I) *
X2MED(])) / (1.0 *99.0)

VARX1 (,I) = VARX1 (1))

VARX2 (J,I) = VARX2 (1))

END DO

END DO

C

C d) Redefiniendo las matrices de covarianzas de las dos po-
blaciones para usar la subrutina FO2AEF de la biblioteca de NAG

DO 550 I=1,6

DO 550 J=1,6

A(L]) = VARX2 (I/D

B(L]) = VARX1 (1))

550 ° CONTINUE

C

C Calculando los autovalores y autovectores de la matriz

C INV (VARX1) * VARX2 usando la subrutina correspondiente

N=6

TYPE *, B(1))

DO I=1,N

TYPE *, B(1]),],N)

END DO
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TYPE *, A(1))

DO I=1,N

TYPE *,(A(@1),J=1,N)

END DO

TYPE *, ‘LEU OS DADOS’

IA=7

IB=7

V=7

IFAIL =1

CALL FO2AEF(A,IA B,IB N R,V IV DL E IFAIL)
TYPE *, VOLTOU DA SUBRUTINA

IF (IFAIL.EQ.0 ) THEN

WRITE (3395) (R (), 1=1,N)

TYPE95, (R(),I1=1,N)

WRITE (33,97) ((V(1)),J=1,N),I=1,N)

TYPE 97, ((V@]),]=1,N),I=1,N)
95FORMAT ( 12HO EIGENVALUES / 1H, 6F18.6 )
97FORMAT ( 13HO EIGENVECTORS / (1H, 6 (2X, F15.6) ) )
ELSE

TYPE 96 , IFAIL

WRITE ( 33, 96 ) IFAIL

96FORMAT ( 25HO ERROR In FO2AEF IFAIL =12)
STOP

ENDIF

XX =R (6)*R (1)

Do I=1,6

AUTOVE (1,1) = V (L6)

AUTOVE (12) = V (1)

END DO

C Calculando las combinaciones lineales para obtener las va-

riables de interes usando la técnica de Componentes Principales
Generalizados
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Y1(])=0.0

Y2(1))=00

END DO

END.DO

C

DOI=1,100

DOJ=1,2

DOK=1,6

Y1 ())=Y1({))+ X1 (IK)* AUTOVE (X))

Y2 (1)) =Y2 (1)) + X2 1K) * AUTOVE (K,

END DO

END DO

END DO

C

C Calculando las matrices transpuestas de las variables trans-
formadas '

doI=1,100

doJ=1,2

YITJD=Y1({))

Y2T(JD)=Y2(1))

END DO

END DO

C

C Calculamos el vector de medias de las variables transfor-
madas (Y)

C

dol=1,2

somaY1 (I) = 0.0

Y1med(I) = 0.0

somaY2(I) = 0.0

Y2med(l) = 0.0

doJ=1,100

somaY1 () = somaY1 (I) + Y1 (I]) * L1 (J)

SomaY2 (I) =somaY2 (I) + Y2 T (I]) * L1 (J)

end do
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Y1med (i) = somaY1 (I) / (1.0*100)

Y2med (i) = somaY2 (I) / (1.0*100)

end do

C Imprimiendo y generando algunos resultados

C

Type 10

Write (33,10)

10Format ( / , 15X, ‘matriz de covarianzas da amostra um”)

doI=1,6

type 15, (varX1(j) ,j=1,6)

write (33,15) (varX1 (ij), j=1,6)

15Format (/15 X,6 (£10.6,3X))

end do

type 20

write (33,20)

20Format ( / , 15X , ‘matriz de covarianzas da amostra dois’)

doI=1,6

type 25, (varX2(ij),j=1,6)

write (33,25) (varX2 (ij),j=1,6)

25Format(/,15X,6(£10.6,3X))

end do

type 31

write (33,31)

31Format ( / 15X, matriz dados transformados das amostras
um e doi’)

doI=1,100

type 35, (1 i).i=1,2),(Y2()),j=1,2)

write (34,35) (Y1 (j),j=1,2),(Y2(G)),j=1,2)

35Format ( /,10X,100 (£15.6,2X))

end do

type 30

write (33,30)

30Format ( /, 15X, ‘vectores de medias das variaveis trans-
formada’)

doI=1,2

type 32, Ymed (I) ,Y2med(])
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write (33,32 ) YImed(I) , Y2med(l)
31Format (/,2(3X,£15.6))
END DO

STOP .

END
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